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Vorwort

Diese Einfihrung in die klassische Thermodynamik entstand aus einem Vorlesungsskript,
das fUr das zweite Semester des Anfangerkurses (Grundkurs Physik 1l) an der Universitét
Bremen konzipiert war und ursprtinglich als Papierdokument an die Teilnehmer verteilt wur-
de. Dies ist schon die zweite, griindlich Gberarbeitete elektronische Version des Skripts. An
dieser Stelle mochte ich mich bei den Studenten und Kollegen bedanken, die auf Fehler hinge-
wiesen oder Verbesserungsvorschlage gemacht haben. Dieses Dokumeriiegigéitiges
Drucken gedacht. Eine inhaltlich identische online-Version dieses Skripts, die sich besser
zum Browsen eignet, ist Uber die Seite ,http://www.ifp.uni-bremen.de/ryder/Iv/skripte.html*
zu ereichen.
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Kapitel 1

Einleitung

Die Thermodynamik ist das Teilgebiet der Physik, das sichth@tmischerPhanomenen
befasst, d.h. mit allen Vorgangen, die von der Temperatur oder von Temperaturanderungen
beeinflusst werden. In der Thermodynamik spielt eine besondere Form der Energie, die wir
alswarmebezeichnen, eine zentrale Rolle. Deshalb findet man oft anstelle von , Thermody-
namik“ die Bezeichnung ,Warmelehre*.

Die Gesetze der Thermodynamik setzen eindeutige Grenzen fur die Umsetzung von
Energie und haben daher weit reichende Konsequenzen fur die Technik: Wer an den Ersten
Hauptsatz der Thermodynamik (das Gesetz der Energieerhaltung) glaubt, verschwendet kei-
ne Zeit damit, sich an der Suche nach deenpetuum mobileder Maschine, die Energie aus
dem Nichts produziert, zu beteiligen. Wer auRerdem noch den Zweiten Hauptsatz verstan-
den hat, weil3, warum Kraftwerke immer Abwarme erzeugen, warum es nie gelingen kann,
Warmeenergie vollstandig in mechanische oder elektrische Energie umzuwandeln. Uberall
dort, wo Energie umgewandelt wird — in Motoren, Batterien, Kiihlschranken, Olheizungen —
lauft alles nach den Gesetzen der Thermodynamik ab.

Die Thermodynamik zeigt uns auch, welche Vorgange spontan und welche nur unter
Energieaufwand ablaufen: Um die Suppe zu kochen, brauche ich Energie, aber auf dem
Tisch kuhlt die Suppe von ganz alleine ab.

Die Thermodynamik ist auch dabei, wenn Stoffe ihren ,Aggregatzustand“ &ndern, wenn
sich Wasser z.B. in Wasserdampf oder Eis umwandelt. Solche Vorgange passieren nicht nur
in der Technik, sondern auch in der Natur. Die Umwandlungen des Wassers sind fur das
Wettergeschehen (Regen, Schnee, Hagel, Tau, Nebel, Wolken usw.) verantwortlich.

Am Anfang der Thermodynamik stehen die Begriffe ,Temperatur® und ,warme*. In der
Alltagssprache werden diese beiden Begriffe oft Synonyme gebraucht. In der Physik haben
sie aber unterschiedliche Bedeutungen, die wir genau unterscheiden mussen.

Temperatur hat etwas mit der Sinneswahrnehmung ,hei3“ bzw. ,kalt“ zu tun: Ein hei3er
Korper hat eine hohe Temperatur, ein kalter Korper eine niedrige Temperatur. Wenn man
einen kalten Korper und einen hei3en Kdorper miteinander in Kontakt bringt, wird der hei-
3e Korper mit der Zeit kéalter, wahrend der kalte Korper warmer wird. Wenn nichts mehr
passiert, sagen wir, dass die beiden Kérpethermischen Gleichgewichtsind: sie sind
~gleich warm*, haben also die gleiche Temperatur.

Um zu erfahren, wie genau dieser Temperaturausgleich stattfindet, missen wir den Pro-
zess sozusagen durch ein Supermikroskop betrachten. Dort sehen wir, das alle Atome und
Molekulle standig in Bewegung sind. Im heil3en Korper sind die Bewegungen heftiger: Dort
haben die Atome (im Mittel) eine hohere Energie als die Atome des kalteren Korpers. An
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

der Kontaktflache stol3en die ,heiRen* Atome mit den ,kalten“ zusammen und geben einen

Teil ihre Energie an sie ab. Diese ungeordnete Form der Energietbertragung wird als Warme
bezeichnet. Warme ist also eine Energieform und wird in Joule gemessen. Auf die Frage,
was eigentlich Warme ist, kommen wir im Abschnitt 5.1.4 zurlck.

Um die Gesetze der Thermodynamik formulieren zu kdbnnen, betrachtet man eine genau
spezifizierte Menge von Materie, die sich in einem begrenzten Teil des Raums befindet.
Der so definierte Abschnitt der Welt wird aBystembezeichnet. Alles, was aul3erhalb des
Systems liegt, gehort zWwmgebung

Ein System wird al®offen odergeschlosserbezeichnet, je nachdem, ob ein Stoffaus-
tausch mit der Umgebung maglich ist oder nicht. Beispiele fiir offene Systeme sind: eine
Cumuluswolke, das Mittelmeer, ein Mensch. Geschlossene Systeme sind z.B. noch nicht
geoffnete Bierflaschen oder Suppendosen.

Ein System kann auch Warme mit der Umgebung austauschen. Wenn wir dies verhin-
dern wollen, wird das System mit warmeundurchlassigen Wanden versehen. Es handelt sich
dann um eirthermisch isoliertes System. In der Praxis gibt es keine perfekte thermische
Isolierung: der Kaffee in der Thermoskanne wird irgendwann doch kalt. Der Kochtopf ist
bewusst nicht isoliert; hier ist der Warmeaustausch (mit der Herdplatte) erwiinscht.

Neben der Warme kann Energie auch in Form von Arbeit ausgetauscht werden. Dies ge-
schieht dann, wenn sich das Volumen des Systems andert. Nimmt das Volumen zu, so leistet
das System gegen den Druck der Umgebung Arbeit, und die entsprechende Energiemenge
wird dem System entnommen. Jede Maschine, ob Dampfmaschine, Otto- oder Dieselmotor,
nutzt diese Moglichkeit aus, um aus Warme mechanische Energie zu gewinnen.

Kolben —
Abbildung 1.1: Das System wird in idealisierter
Form als Zylinder mit beweglichem Kolben
. dargestellt. Zwischen dem System und der
Zy| inder —| Umgebung kann Energie (in Form von Wirme

oder Arbeit) und Stoff ausgetauscht werden. man
betrachtet aber auch Systeme, bei denen eine oder

Wi mehrere dieser Austauschmoglichkeiten blockiert

A arme* sind (s. Text).

v v

Warmereservoir

Symbolisch wird das thermodynamische System oft als Zylinder mit Kolben dargestellt
(s. Abb. 1.1). Je nach Art des Systems kdnnen die Wéande des Zylinders durchlassig fur Stoff
und/oder Warme sein. Will man den Austausch von Energie in Form von Arbeit zulassen, ist
der Kolben frei beweglich, sonst fest.

Findet zwischen einen offenen System und der Umgebung kein Stoffaustausch statt, sa-
gen wir, dass sich das Systemahemischem Gleichgewichimit der Umgebung befin-
det. Wenn kein Warmeaustausch stattfindet, obwohl das System nicht thermisch isoliert ist,
herrschtthermisches Gleichgewichtd.h. das System hat die gleiche Temperatur. Schliel3-
lich reden wir vormechanischem Gleichgewichtwenn das Volumen bei frei beweglichem
Kolben konstant bleibt: Im System herrscht der gleiche Druck wie in der Umgebung.
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Im Gleichgewicht herrscht an jedem Ort des Systems die gleiche Tempdraturd der
gleiche Druck ). Aul3erdem hat das System ein definiertes Voluriierbie Grol3enP,

T undV bezeichnet man alBustandsgroen weil sie nur von dem Zustand des Systems,
nicht aber von seiner Vorgeschichte abhangen.

Als Bedingung fur das innere Gleichgewicht des Systems gibt es eine Beziehung zwi-
schenP, V und T, die sog.Zustandsgleichung Man kann also nur zwei von diesen drei
ZustandsgrofRen frei wahlen; die dritte ist dann durch die Zustandsgleichung festgelegt. Um
die stoffliche Zusammensetzung des Systems zu beschreiben, gibt ntéongienenten
und ihre jeweiligerStoffmengenan. Mit ,Komponente* meint man eine chemische Mole-
kulart (wie z.B. HO oder Q). Die Einheit der Stoffmenge ist dddol (als Einheitsymbol
»,mol“ geschrieben). Das Mol ist die Menge eines Stoffes, deren Masgegnicht kg!) be-
tragt, wo M die molare Masseder Komponente ist. Die molare Masse wiederum ist das
Verhaltnis der Masse des Molekils zur atomaren Masseneinheit, die international als 1/12
der Masse des Kohlenstoffisotob?g: festgelegt wurde. Die Definition der Sl-Einheit Mol
lautet also (n&heres s. Abschnitt 2.1):

Das Mol ist die Stoffmenge eines Systems, die aus ebenso vielen Ein-
zelteilchen besteht, wie Atome in 0,012 kg des KohlenstoffnukI&ias
enthalten sind. Bei Benutzung des Mol mussen die Einzelteilchen spezifi-
ziert sein und kdnnen Atome, Molekule, lonen, Elektronen sowie andere
Teilchen oder Gruppen solcher Teilchen genau angegebener Zusammen-
setzung sein.

Sind alle Eigenschaften eines Systems an jedem Ort des Systems gleich, bezeichnet man
das System als homogen. Dagegen besteht ein heterogenes System aus rRélassgn
d.h. aus Bereichen, die jeweils in sich homogen sind, sich aber in bestimmten Eigenschaf-
ten wie Dichte oder chemischer Zusammensetzung voneinander unterscheiden. Die Phasen
konnen sich auch ilggregatzustand(fest, flissig, gasformig) unterscheiden.

Der Gleichgewichtszustand des Gesamtsystems ist dadurch charakterisiert, dass alle Pha-
sen in thermischem, mechanischem und chemischem Gleichgewicht miteinander sind.

In der Mechanik haben wir das Verhalten von makroskopischen Kérpern untersucht. Wir
haben dabei die Koérper als mathematische Punkte idealisiert, in denen die Masse vereinigt
gedacht wird, Punktmechanikund auch rdumlich ausgedehnte Kérper behandidicha-
nik starrer Korpel, indem wir kontinuierliche Massenverteilungen zugrunde gelegt haben.
Gelegentlich haben wir auch das Verhalten mikroskopischer Kérper—Atome, Kerne, Elek-
tronen—mit den Gesetzen der klassischen Mechanik behandelt. Wir werden spéater sehen,
dass dies nur sehr eingeschrankt moglich ist: die Eigenschaften der Atome, Kerne, Elektro-
nen konnen nur im Rahmen d@uantenmechanikerstanden werden. Wenn wir die Eigen-
schaften der Materie verstehen wollen, so missen wir das Verhalten einer sehr grof3en Zahl
von miteinander wechselwirkenden Teilchen beschreiben; wir werden raumlich und zeitlich
abhangige Groflien mitteln missen und zu Aussagen gelangen, die statistischen Charakter
besitzen: die Eigenschaften der Materie kdnnen nur im Rahmen satestischen Physik
verstanden werden.

Fur die Beschreibung der GesetzmaRigkeiten der thermischen Eigenschaften wird die
Quantenmechanik nicht bendtigt. Die zu beschreibenden Systeme werden als Materiekon-
tinuum aufgefasst (ahnlich wie bei der Mechanik starrer Korper). Dieses Kontinuum kann
dann durch makroskopische ZustandsgrofRen wie Drigk\olumen (/) und Temperatur
(T') beschrieben werden.
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Die Thermodynamik gibt jedoch keine Auskunft tiber die Ursachen der Zustandsgrofien
und ihrer Verknuipfungen. Gleichzeitig weild man von der atomistischen Struktur der Mate-
rie. Man geht nun davon aus, dass alleTeilchen des betrachteten Systems den Gesetzen
der Punktmechanik gehorchen und je nach Art des Systems gewisse Wechselwirkungen un-
tereinander haben. Auf der Grundlage der Theoriestiistischen Mechanwerden dann
die makroskopischen Zustandsgrof3en aus den Verteilungen der Orts- und Impulskoordinaten
der N Teilchen ermittelt. Sreng genommen ist die klassische Punktmechanik auf atomisti-
sche Teilchen nicht anwendbar. Trotzdem liefert die klassische statistische Mechanik unter
bestimmten Bedingungen richtige, d.h. mit der Erfahrung Ubereinstimmende Aussagen. Fir
Systeme, bei denen sich die quantenmechanischen Eigenschaften der Teilchen bemerkbar
machen, muss die statistische Mechanik entsprechend abgeéandert werden.

In der ph&nomenologischen Thermodynamik unterscheidet man zwischen der Thermo-
dynamik der Gleichgewichtszustande und der Thermodynamik dissipativer Prozesse: Derim
folgenden behandelte Formalismus @eermodynamik der Gleichgewichtszustdnifert
guantitativeAussagen uber die Bedingungen fur thermodynamische Gleichgewichte. Pro-
zesse, d.h. zeitliche Veranderungen des Systemzustands, lassen sich jedoch nur dann mit
dem gleichen Formalismus quantitativ behandeln, wenn sich das System ,nicht zu weit"
vom Gleichgewicht entfernt. Solche Prozesse sind immer umkehrbar und werden daher als
reversibelbezeichnet. Andere Prozesse kdnnen nur mit HilfeTdermodynamik dissipati-
ver Prozessguantitativ erfasst werden.

Die Grundgrél3en der klassischen Thermodynamik sind nur fur Gleichge-
wichtszustande definiert!

Ein Gleichgewichtszustand wird durch einen Satz Yostandsgrof3egekennzeichnet.
Die Zustandsgrof3en eines minimalen Satzes nenntunabhangigeZustandsgrof3en. Die
Zustandsgrof3en spannen den sogstandsraunauf, so dass jeder Punkt dieses Raumes
einen Gleichgewichtszustand darstellt. Die Koordinaten eines Punktes im Zustandsraum sind
die Werte der unabhéangigen Zustandsgrof3en in dem betreffenden Gleichgewichtszustand.

INur im Kapitel 8 (Transportvorgénge) werden Nichtgleichgewichtsprozesse behandelt.



Kapitel 2

Thermische Eigenschaften der
Materie

2.1 Ideale Gase

Wir wollen in diesem Kapitel die thermischen Eigenschaften @asenbehandeln. Im gas-
férmigen Zustand ist die Dichte der Materie so gering, dass die mittlere Entfernung zwischen
den Molekulen grof3 relativ zu den Abmessungen der Teilchen selbst ist. Unter bestimmten
Voraussetzungen kann ein Gas angenahert als ein System von unabhangigen ,harten” Teil-
chen betrachtet werden. Folgende Annahmen werden gemacht:

1. Das Gesamtvolumen der atomistischen Teilchen, die das Gas aufbauen, ist sehr viel
kleiner als das Systemvolumen.

2. Die St6l3e der Teilchen sind elastisch.

3. Abgesehen von den StéRen wirken keine Kréfte zwischen den Teilchen.

Ein so geartetes Modellgas bezeichnet mandaales GasDiese Forderungen sind fur
viele Gase unter Normalbedingungen angenahert erfillt (Tempefatir 300 K, Druck
P~ 10° Pa, Dichtep ~ 1 kg m_3, TeilchenzahlV ~ 107 m_3). Der Zustand, in dem die
Materie (z.B. ein ideales Gas ) vorliegt, wird durch die sogstandsgréRengekennzeich-
net. Als solche dienen der Drudk, das VolumenV, die Temperatuf’ und andere noch
einzufihrende Grofien.

Im folgenden wollen wir die thermischen Eigenschaften von Gasen durch Zustandsgro-
Ren dieses Systems von Teilchen beschreiben und die Zustandsgréf3en auf die mechanischen
BewegungsgroéRen der Teilchen (d.h. Orts- und Impulskoordinaten) zurtckfiihren. Da die
Eigenschaften eines Gases von der Anzahl der Teilchen (Molekilen ) und deren Massen
abhangen wird, sollen zunachst auf einige grundlegende Beziehungen zwischen Massen,
Teilchenzahl undtoffmengehingewiesen werden.

Die relativen Atommassender Elemente, die friher als Atomgewichte bezeichnet wur-
den, sind gut bekannt. In erster Naherung ist die relative Atommasse eines bestimmten Nu-
kleids gleich der Massenzahl, d.h. der Anzahl der Nukleonen, da das Wasserstoffatom mit
der Massenzahl 1 urspringlich als Basis benutzt wurde. Aufgrund der relativistischen Mas-
sendnderungen gibt es jedoch messbare Abweichungen, insbesondere bei den schweren Ker-
nen. Aul3erdem bestehen fast alle in der Natur vorkommenden Elemente aus Mischungen

5



6 KAPITEL 2. THERMISCHE EIGENSCHAFTEN DER MATERIE

verschiedener Isotope. Man benutzt daher einen Mittelwert, die aus den relativen Haufigkei-
ten der Isotope berechnet wird. Heute benutzt man als Standard nicht Wasserstoff sondern
das KohIenstoffisotofJZC (Massenzahl 12). Die relative Atommasse dieses Isotops wird al-
so per Definition gleich 12 gesetzt. Dadomare Masseneinheit: ist daher 1/12 der Masse
dieses Atoms und betragt

u = (1,6605525+ 0,0000017F - 102" kg.

Im Falle von Molekilen erhalt man die relativeolare Masse(friher: Molekulargewicht)
durch Addition der relativen Atommassen der beteiligten Atome.

Die Einheit derStoffmengeist einMol (als Einheit : mol) und wird als die Menge defi-
niert, die die molare Masse in g enthalt. 1 mol eines Stoffes enthalt also gleich viele Molekle
wie genau 12 g des NuklidéC. Die Anzahl der Teilchen in einem Mol, die sdgpschmidt-
scheoderAvogadroscheZahl, betragt

L = (6,02209214 0,0000063 - 107 mol L.

Der Begriff ,Mol* wird auch fur andere elementare Einheit definiert, z.B. lonen. 1 mol
OH enthalt alsd. OH -lonen. Die Definition der international festgelegten Sl-Einheit Mol
wurde in der Einleitung (Seite 3) angegeben.

Wenn sichw mol bzw. N = nL Molekiile in einem VolumerV befinden, knnen wir die
Konzentration des Stoffes durch die

Molaritdst C = n/V (mol m_3) oder dieTeilchenzahldichtev = N/V (m_3) aus-
drucken.

Wie viele HO-Molekile sind in einer Literflasche Mineralwasser enthalten?

2.2 Temperatur

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie die Temperatur, die"ein MaR3 fur ,heiR* oder
.Kalt" ist, quantitativ definiert und gemessen werden kann.

P

Abbildung 2.1: Der Druck verschiedener Gase
als Funktion der Temperatur bei konstantem
Volumen. Unter bestimmten Bedingungen ist die

Va Beziehung linear. Die extrapolierten Geraden
/A haben einen gemeinsam Schnittpunkt auf der
S - Temperaturachse (P = 0).
ard
Ll
—
\
-273 0 T [°C]

Experimentelle Erfahrung zeigt, dass der Druck eines Gases bei festem Volumen an-
wachst, wenn man das Gas erwarmt. Den Druckanstieg kdnnen wir mit einem Gasthermo-
meter verfolgen: Somit kdnnen wir die messbare Druck&nderung als Mal3 fir eine vorgenom-
mene Temperaturanderung verwenden. Zur Kalibrierung benétigen wir einige Eichpunkte:



2.3. DIE ZUSTANDSGLEICHUNG IDEALER GASE 7

Celsiug schlug vor, die Temperaturen des gefrierenden bzw. kochenden Wassetsunit 0
100 festzulegenCelsiusskala C).

Wenn wir nun mit diesem Gasthermometer den Gasdruck t@iund bei 100C fur
verschiedene Gase messen und die Druckwerte nach niedrigen Temperatuirezahiex-
trapolieren (Abb. 2.1), so stellt man fest, dass diese Schar von Geraden sich in einem Punkt
der Temperaturskala schneidet: der Druck fur verschiedene Gase verschwindet bei ein und
derselben Temperatur von -273;05 Wir kbnnen somit eine sogbsolute Temperaturs-
kala oderKelvinskala? festlegen mit dem absoluten Nullpunkt be27315°C = 0 K.

Es werden verschiedene andere Materialeigenschaften zur Temperaturmessung herange-
zogen:

» Das Quecksilberthermometer benutzt die Volumenausdehnung.

» Beim Widerstandsthermometer wird die Veranderung der elektrischen Leitfahigkeit
mit der Temperatur als Messgroéf3e verwendet.

» Das Thermoelement arbeitet auf der Basis des thermoelektrischen Effektes: Bildet man
einen Stromkreis durch Zusammenléten von zwei verschiedenen Metallen, so entsteht
in diesem Kreis eine elektrische Spannung, wenn die beiden Verbindungsstellen un-
terschiedliche Temperaturen haben.

» Das Pyrometer misst die Energieverteilung in der von einem Kdorper ausgestrahlten
elektromagnetischen Strahlung und bestimmt daraus die Temperatur. Dieses Instru-
ment ist besonders flr hohe Temperaturen (ab etwa°@@)G§eeignet.

Fur die Hoher der Quecksilbersaule eines Thermometers werden die Wer-
te h, bzw. hyy, bei ®C bzw. 100C gemessen. Geben Sie die allgemeine Beziehung
zwischem: und der Temperatuf an, wenn der Durchmesser des Kapillarrohrchens als
konstant betrachtet werden kann. (Die thermische Ausdehnung ist in guter Naherung
linear.)

2.3 Die Zustandsgleichung idealer Gase

Experimentell wurden folgende GesetzmalRigkeiten bei den Zustandsanderungen von Gasen
entdeckt:

1. Gesetz von Gay-Luss&dBei konstantem Volumen ist der Drudk ist proportional
zur absoluten Temperat@r. P ~ T.

2. Die AvogadroschtRegel: Gasmengen, deren Massen sich wie ihre molaren Massen
M verhalten, also die gleiche Anzakilvon Molekulen enthalten, besitzen bei gleichen
P undT dasselbéd’.

1Anders Celsius (1701-1744).

2william Thomson, Lord Kelvin (1824-1907).

3|ouis Joseph Gay-Lussac (1778-1850).

4Amadeo di Quaregna e Ceretto, Graf Avogadro (1776-1856).


http://www.astro.uu.se/history/Celsius_eng.html
http://www.astro.virginia.edu/~eww6n/bios/Kelvin.html
http://www.woodrow.org/teachers/chemistry/institutes/1992/Gay-Lussac.html
http://www.bulldog.u-net.com/avogadro/avoga.html
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3. Gesetz von Charl@sBei konstantem Druck ist das Voluméhproportional zur abso-
luten Temperatu?': V ~ T.

4. Gesetz von BoyRund Mariott€: Bei konstanter Temperatut ist das ProdukiP V
konstant:P ~ 1/V.

Diese an ganz verschiedenen Gasen gewonnenen Erfahrungstatsachen gelten mit erstaunlich
hoher Genauigkeit, besonders bei hohen Temperaturen. Sie lassen sich durch folgende Be-
ziehung zwischen den ZustandsgroRen—dem DiRcklem Volumen eines Mol§, und

der absoluten Temperatili—zusammenfassen:

PV, =RT

Betrachtet man mol eines Gases, so gitV' n = nRT oder

PV =nRT. (2.2)

Diese Beziehung wird als damiverselle Gasgesettdie Zustandsgleichungines idealen
Gases) bezeichnek. ist die soguniverselle Gaskonstantaund hat den Wert

R = (8,31441+ 0,00026 Jmol Kk 2.

Berechnen Sie das Molvolumen eines idealen Gases°feufid 1013
10° Pa (Temperatur und Druck der ,Standardatmosphéare®).

Schatzen Sie die Dichte der Luft (im wesentlichen 8096+N0% Q) bei
25°C und 10 Pa.

Bei hinreichend hohen Temperaturen bzw. hinreichend niedrigen Drucken, befolgen alle
Gase dieses Gasgesetz, verhalten sich alscde#de GaseBei grof3en Drucken oder tiefen
Temperaturen ergeben sich deutliche Abweichungen vom idealen Gasgeseiz.—Bed
musste beispielsweisé — 0 gehen, was nicht moglich ist, da die Gasteilchen ein Eigen-
volumen besitzen. ZustandsgrofRen fur gegle Gase und Flissigkeiten werden wir spater
noch behandeln.

In die universelle Gasgleichung gehen die individuellen Eigenschaften der Gasteilchen,
z.B. ihre Molekilmasse, nicht ein, sondern nur die Teilchenzahl.

2.4 Die kinetische Gastheorie

Wir wissen, dass ein Gas einen Druck ausubt und wir wollen uns die Ursache des Gasdrucks
klarmachen, indem wir die mechanischen Bewegungsvorgange der Gasmolekile untersu-
chen: Die Gasteilchen, welche die Massbesitzen, mdgen sich wie vollkommen elastische

Kugeln verhalten, die keine Krafte aufeinander ausiiben, solange sie sich nicht bertihren. Sie

5Jacques Charles (1746-1823).
5Robert Boyle (1627-1691).
"Edme Mariotte (1620-1684).


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Boyle.html
http://mendeleiev.cyberscol.qc.ca/chimisterie/2001-2002/richardmarting.html
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bewegen sich daher unabhéangig voneinander mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten, oh-
ne irgendeine Richtung im Raum zu bevorzugen. Beim elastischen Stol3 zweier Teilchen
tauschen diese Impuls und Energie aus. Dabei &ndern sie im allgemeinen die Geschwindig-
keit. Die Geschwindigkeit der Teilchen ist also eine zeitlich fluktuierende Grol3e, d.h. sie
kann alle méglichen Richtungen und Betrage annehmen. Wir kbnnen also nicht mit den ein-
zelnen Geschwindigkeiten sondern nur mit @schwindigkeitsverteilung(v) rechnen,
wobei f (v, )dv, den Anteil der Teilchen bedeutet, dereiiKomponenten der Geschwindig-

keit zwischerny, undv, + dv,_ liegt.

Der auf die Wand des Gasbehalters ausgetibte Druck rihrt von den Stol3en der Gasteil-
chen gegen die Wand her. Bei jedem dieser St63e wird ein Impuls auf die Wand Ubertragen.
Der Druck ist gleich dem pro Zeiteinheit auf die Flacheneinheit Ubertragenen Impuls. Im
folgenden wollen wir der Einfachheit halber einen zylinderférmigen Behalter mit einem be-
weglichen Kolben betrachten (Abb. 2.2). In dem Volumées Behélters befinden si¢h
Molekile. Von den Stdl3en der Gasmolekile auf die Behalterwand betrachten wir nur die
gegen die Kolbenwand = konst. Beim elastischen Stol3 mit der Wand wird jedes Teilchen
spiegelnd reflektiert und erfahrt dabei eine Impulsanderuing 2

Abbildung 2.2: Der kinetische Ursprung des
Gasdrucks. Die von den Winden elastisch
reflektierten Molekiile dndern ihren Impuls. Die
Impulsinderungsrate ist die Wand ausgeiibte
Kraft.

Die Anzahl der Teilchen deren-Komponenten der Geschwindigkeit zwischgnund
v, + dv, liegen, und die pro Zeiteinheit auf eine Flach&ler Wand auftreffen, ist

dN N
LA .
4 v v, f(v,)dv,

Da jedes dieser Teilchen eine Impulsanderumg 2erfahrt, ist ihr Beitrag zum Druck
N
drP = Zvaxzf(vx)dvx.

Der Gesamtdruck auf die Wand bei= konst. ergibt sich durch Integration Uber ghesiti-
venWerte vonu, . (Teilchen mity, < 0 bewegen sich von der Wand weg!)

2 0
P = m_N/ vxzf(vx)dvx.
Vb

Da aber positive und negative Werte vgngleich wahrscheinlich sindf{(v,) = f(-v,)),
gilt:

mN [T, mN
P = 7/_00 v, f(v)dy, = TUX.

Hier bedeutet)x2 den Mittelwert des Quadrats defKomponente der Geschwindigkeit.
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In der vollig ungeordneten Bewegung der Teilchen sind natirlich alle anderen Richtun-
gen gleich wahrscheinlich, d.h. es muss gelten

2_2_ 2

Ux = Uy = UZ .

2

Wegenv” = sz + vy2 + “z2 ist somit

2 13
vx— v .

3

Wenn wir dies in den Ausdruck fir den Gesamtdruck einsetzen, haben wir alle Richtungen,
welche die Teilchen annehmen kdnnen, bertcksichtigt:

p_ N 5 _2N— 2L
= ——mv = —— s = = — :
3V 3y KT gy Tkin
oder
2 _—

E,i, bedeutet die mittlere kinetische Energie eines Teilchens, sddagsdie in einem Mol
des Gases enthaltene mittlere Energie der Translation ist.

Vergleicht man diese aus einem mechanischen Modell atomarer Stof3prozesse folgende
Beziehung mit der empirischen makroskopischen Gasgleici®M)g= RT, so folgt

2
RT = §LEkin

oder 1 —
kT = émvz.

Die sog.Boltzmann®-Konstantet hat den Wert

k = (1,380658+ 0,000012 - 107 23K 1.

Die mittlere kinetische Energie eines Teilchens ist

— 1 —
Egin = 5mv™,
also folgt
2—
kT == §Ekin'

Die mittlere kinetische Energie der Translation eines Atoms eines Gadgsg,ist %kT;
sie ist unabhangig von der Atommasse, von Draknd VolumenV des Gases, sondern nur
linear abhangig von der TemperaflirDamit lasst sich das Gasgesetz (2.1)auch in folgender
Form darstellen:

8Ludwig Boltzmann 1844-1906.


http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Boltzmann.html
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PV = NkT. (2.2)

Betrachten wir eindMischungausn, mol des idealen Gases undn; mol des idealen
GasesB in einem Behalter mit dem VolumeVi bei der Temperatuf'. Unter der Annah-
me, dass das Verhalten der Gase auch in der Mischung ideal bleibt (z.B. keine chemische
Reaktion), hangt der Druck der Mischung nur noch von@esamtmolzaht, + n, ab:

P (ny +ng)RT
—
Mit RT RT
n n
P,=-2— und p, = -2
1% 1%
folgt also

P=P, + P,

P, ist der Druck, den di@, mol des Gased austben wirden, wenn sie sich allein im Vo-
lumenV bei der gegebenen Temperafubefinden wirden. Die Gro3ep, und P, werden
deshalb als dié’artialdriicke der Komponentem und B bezeichnet. Fur eine Mischung

aus idealen Gasen gilt also, dass der Gesamtdruck gleich der Summe der Partialdriicke der
Komponenten ist. Die Partialdriicke verhalten sich zum Gesamtdruck wie die Molzahlen der
Komponenten zur Gesamtmolzahl :

"y
PA: P:xAP,
nA—i—nB
n
Pp=—2—P=x,P.
nA—l-nB

Welchen Wert hat der Partialdruck voy i@ der Atmosphare?

2.5 Brownsche Bewegung

Nicht nur Molekile, sondern auch makroskopische Kérper haben eine mittlere Translations-
energie 37 /2. Der mittlere Geschwindigkeitsbetrag ist

und damit von der Masse abhangig. Bei normalen Temperatdren G00 K) betragt die
Geschwindigkeit fir eine Masse von 1 g nur 3,52 Arhsnd ist natiirlich kaum nachweisbar.

Mit m = 10°° kg erhalten wir aber 3,52 prﬁ%. Teilchen mit Massen in der Grél3enordnung

von g haben also thermische Geschwindigkeiten in der Grél3enordnung vﬁﬁ.;ﬁmt{che
Bewegungen lassen sich leicht mit Hilfe eines Mikroskops beobachten.

1827 beobachtete der englische Botaniker Robert Brown (1811-1899) die thermischen
Bewegungen von in Wasser schwimmenden Pollenteilchen unter dem Mikroskop. Diese sta-
tistische Bewegung wird nach dem Entdecker Brownsche Bewegung genannt.

1905 veroffentlichte Albert Einstein die erste Theorie der Brownschen Bewegung unter
Verwendung der Methoden der statistischen Thermodynamik.


http://xanadu.math.utah.edu/java/brownianmotion/1/
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2.6 Spezifische Warme und der
Gleichverteilungssatz

Frage: Wie viel Warme muss einem (idealen) Gas zugefuhrt werden, um seine Temperatur
um 1K zu erhéhen?

Die sog. innere Energi& (dariber mehr im Kapitel 5) eines idealen Gases besteht nur
aus kinetischer Energie, da die Wechselwirkung zwischen den Molekilen vernachlassigbar
ist.

— 3

Die Warmemenge, die erforderlich ist, um die Temperatur eines Systems um 1K zu erho6-
hen, nennt man digvarmekapazitat des Systems. Die Warmekapazitat einer bestimmten
Mengeneinheit (z.B. 1 kg oder 1 mol) eines Stoffes wirdsgezifische Warmekapazitat
oder einfactspezifische Warmedieses Stoffes bezeichnet.

Fuhrt man die Erwdrmung eines einatomigen Gabeskonstantem Volumedurch, so
folgt aus der Gasgleichung fur 1 mol

¢, = (22) =32k = 3k
Vo \ar ), 27 2

. 0 . . . .
Der IndexV im Ausdruck(a—? bedeutet, dasg konstant ist. Die spezifische Warme ei-

nes einatomigen Gases bei kor‘{stantem Volug\erst also unabhangig von der Temperatur.

Fuhrt man die Erwarmung b&bonstantem Drucklurch, so muss ein grél3erer Energie-
betrag dem Gas zugefiihrt werden, um es um 1K zu erwdrmen, da das Gas bei seiner ther-
mischen VolumenvergroéR3erung (Expansion) eine Arbeit gegen den Auf3endruck verrichten
muss. Stellen wir uns einen Zylinder mit einem beweglichen Kolben vor, der 1 mol eines
einatomigen, idealen Gases beim Drulenthalt. Es seF die Querschnittsflache des Zy-
linders. Bewegt sich der Kolben die Streckerthch auf3en, nimmt das Volumen um

dV = Fdx
zu. Die auf den Kolben wirkende Kraft igtF. Die vom System geleistete Arbeit ist damit
dA = PFdx = PdV.
Aus der Gasgleichung folgt aber bi= konst.
PdV = RdT.

Die Gesamtenergiemenge, die zugefuhrt werden muss, ist somit
3 3
du = ERdT + PdV = ERdT + RdT,

und die spezifische Warme bei konstantem Drdgkst somit

SWir behandeln mehratomige Gase gleich.
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¢ =(22) =¢, +r="2r

Da Warme eine Energieform ist, wird sie in Joule gemessen. Die Einheiten der spezifi-
schen Warme sind damit JEmol 2.
Aus der mittleren kinetischen Energie
- 1 - 3
E, = Smu = EkT
muss geschlossen werden, dass die spezifische Warme eines Gases bei konstantem Volumen
C, = 3R, also ungefahr 13J mol *K ! sein musste. Experimentell zeigt sich nun, dass
nur einatomige Gase diesen Wert der spezifischen Warme besitzen. Fir zweiatomige Gase
findet man je nach Temperatdy, -Werte zwischergR und %R. Mehratomige Gase zeigen
bei hohen Temperaturen noch hohere Werte(ijir Wie konnen wir diese Unterschiede in
den spezifischen Warmen deuten?
Die mittlere kinetische EnergiEk ist eine mittlere Translationsenergie. Fur die Kompo-
nenten vorv gilt aber
2_2_15

?_U =V = =V
x Ty T z_3
und damit ist
1 - 1 = 1 -5 11 — 1kT
—mv. = —mv, = —mv. = ——mv = — .
2 2 7 2 Z 32 2

Die Bewegungsmaoglichkeiten der Translation in 3 zueinander senkrechten Richtungen nennt
manFreiheitsgrade Ein Massenpunkt hat eigentlich 6 Freiheitsgrade (s. Mechanik-Skript,
Kapitel 7), je 3 fur die Orts bzw. Impulskoordinaten, aber die Freiheitsgrade der Ortskoordi-
naten tragen nichts zur Energie bei, weil es keine Wechselwirkung zwischen den Molekilen
gibt. Die Gleichung sagt nun aus, dass die Energie der Translation gleichmafig tber die
restlichen 3 Freiheitsgrade verteilt ist und dass

jeder Freiheitsgrad im Mittel die Energi T besitzt.

Dieser Erfahrungssatz wird a3leichverteilungssatzbzw. Aquipartitionsprinzip be-
zeichnet.

Aul3er den Freiheitsgraden der Translation besitzt ein Teilchen noch 6 Freiheitsgrade der
Rotationum 3 zueinander senkrechte Achsen, von denen wieder nur 3 (die Komponenten
des Drehimpulses) zur Energie beitragen. Nach dem Gleichverteilungssatz sollten sie auch
je kT /2 thermische Energie bekommen. Schlief3lich gibt es noch Freiheitsgra8eluein-
gung Ein einfacher harmonischer Oszillator hat zwei Freiheitsgrade, die beide zur Energie
beitragen, und sollte also die mittlere EnergiE haben. Dies kann man durch folgende
einfache Uberlegung bestatigen:

Betrachten wir ein Atom mit der Mass¥ an der Oberflache eines Festkorpers (Behal-
terwand) in Kontakt mit einem Gas mit der TemperatuDieses Atom ist Teil des Festkor-
pers und damit fest mit den darunter liegenden Atomen verbunden. Diese Verbindung kann
man als elastische Feder darstellen: Als einfaches Modell betrachten wir die Bewegungen
des Atoms als harmonischer OszillatorxfRichtung (senkrecht zur Oberflache). Die Ge-
schwindigkeit des Atoms zu einem bestimmten Zeitpunkt u = u_coswt. Nun wird das
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Atom von einem Gasmolekil mit der Masaegetroffen. Die Geschwindigkeit des Gasmo-
lekuls inx-Richtung seb. Die Geschwindigkeit des Oberflachenatoms nach dem elastischen
Zusammenstol3 sel. Aus Impuls- und Energieerhaltung folgt:

, 2mv+ (M —m)u
u = .
M+ m

Damit ist die beim Stol3 Ubertragene Energie

M(4m2v2 +4dm(M — m)vu — 4Mmu2)

M
AE = —(u/2 — uz) 3
2(M + m)

2

Im Gleichgewicht muss die mittlere Energietibertragung Null seinuMit0 undu?® = u02/2
folgt

_ M(4m2?— 2Mmu02) B

E= . 0
2(M + m)

und damit o
uoz = 2mv2/M.

Die Gesamtenergi&  des harmonischen Oszillators ist gleich der maximalen kinetischen
Energie, in diesem Fall also

1. 2
Eg = EMMO = mv = kT
Die Atome in einem Festkérper kann man als dreidimensionale Oszillatoren betrachten,
die jeweils 6 Freiheitsgrade haben. Die molare spezifische Warme eines Festkérpers sollte
daher
3R =249Jmol 'K ™!

sein. Fur viele Stoffe bei Raumtemperatur oder hoheren Temperaturen wird diese Regel von
Dulong!® und Petit! experimentell bestétigt (s. Tabelle 2.1). Bei tiefen Temperaturen treten
jedoch starke Abweichungen auf: Die spezifischen Warmen aller Stoff gehen gegen Null fur
T — 0.

Um zu den Gasen zurlckzukehren: BeFreiheitsgrade ergibt sich die molare spezifi-
sche Warme z«,, = fR/2. Durch Messung der spezifischen Warme kann man also die
Zahl der Freiheitsgrade bestimmen. Die Ergebnisse von Messungen an verschiedenen Gasen
lassen sich wie folgt zusammenfassen:

Einatomige Gase zeigen nur die 3 Freiheitsgrade der Translatin:= 3R /2.

Zweiatomige Gasezeigen bei tiefen Temperaturen nur die 3 Freiheitsgrade der Translation
(C, = 3R/2). Bei mittleren Temperaturen (bej kl. 300 K) kommen 2 Freiheitsgrade
der Rotation dazu{, = 5R/2) und bei hheren Temperaturen noch 2 Freiheitsgrade
der Schwingungen({, = 7R/2).

1%pjerre-Louis Dulong, 1785-1838.
1IAléxis Thérese Petit, 1791-1820.


http://www.chemie.uni-bremen.de/stohrer/biograph/dulong.htm
http://www-groups.cs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Petit.html
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Tabelle 2.1: Die molare Wirmekapazitit einiger Metalle bei 20° C, Nach dem Gesetz von Dulong
und Petit sollte der Wert 24,9J mol 1K™ sein.

Stoff C,[Imol 'K ]
Aluminium 24,3
Wismuth 25,7
Kupfer 24,5
Gold 25,6
Blei 26,4
Silber 24,9
Wolfram 24,8
Zink 25,2

Mehratomige Gase zeigen ebenfalls bei tiefen Temperaturen nur die 3 Freiheitsgrade der
Translation ¢, = 3R/2). Bei mittleren Temperaturen kommen 3 Freiheitsgrade der
Rotation dazu(,, = 3R) und bei hohen Temperaturen eine von der Atomanzahl und
der Molekularstruktur abhangige Anzahl von Schwingungsfreiheitsgraden.

Das ,Einfrieren” der Freiheitsgrade bei tiefen Temperaturen ist im Rahmen der klassi-
schen Physik nicht zu erklaren. Eine vollstdndige Beschreibung der spezifischen Wéarmen
fur alle Temperaturen gelang erst mit der Entwicklung der Quantenphysik : Schwingungs-
und Rotationsenergien kénnen nur diskrete Werten annehmen. Die klassische und die Quan-
tenphysik liefern nur dann die gleichen Ergebnisse, wenn die Abstande der Energieniveaus
klein im Vergleich mit der thermischen Enerdi& ist.

Schéatzen Sie, wie viel Energie Sie benottigen, um die Luft lhres Wohnzim-
mers von 15C auf 23C zu erhéhen. (Im betreffenden Temperaturbereich kann man
davon ausgehen, dass bei Sauerstoff und Stickstoff die Rotations- aber nicht die Vibra-
tionsfreiheitsgrade aktiv sind, d.6, ~ 7/2R).

2.7 Isotherme und adiabatische Anderungen

Die allgemeine Gasgleichung enthéalt drei Zustandsgrd®eW und 7. Es gibt nun zwei
spezielle Prozesse, die in der Praxis besonders wichtig sintgatieermeund dieadiabati-
scheZustandsénderung. Betrachten wir einen gasgefiillten Behalter, dessen Volumen durch
Bewegung eines Kolbens verandert werden kann. Durch Kompression wird dem Gas durch
die dabei verrichtete Arbeit Energie zugefihrt. Abhangig von der Abgrenzung des Behélters
von seiner Umgebung gibt es zwei prinzipielle Mdglichkeiten, die Volumenanderung des
Gases herbeizufiihren:

1. Isotherme Prozessfihrung

» Die Behalterwand ist thermisch leitend an seine Umgebung, z.B. ein Wasserbad, an-
gekoppeltund

* die Volumenanderung wird sehr langsam durchgefihrt.
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Unter diesen Bedingungen wird dem Gas Kompressionsarbeit so langsam zugefiihrt, dass
diese Energie praktisch ohne jede Verzégerung durch die thermisch leitenden Wande an die
Umgebung abgefuhrt werden kann. Ist diese Umgebung gro gegeniber dem Behaltervolu-
men, so verteilt sich die zugefiihrte Energie auf ein sehr grol3es Volumen; die Temperaturen
von Gas, Behalter und Umgebung &ndern sich daher praktisch nicht. Fir einen isothermen
Prozess ist das ProduktV daher konstant.

2. Adiabatische Prozessfihrung

» Das Gas st thermisch isoliert von der Umgebung des Behalters, z.B. durch ein Vakuum
(Dewargefal).

Unter diesen Bedingungen kann die dem Gas zugefuhrte Kompressionsenergie nicht an die
Umgebung weitergegeben werden. Da hieke#neWarme durch die Wéande hindurchgeht,
nennt man diesen Vorgang einadiabatischerProzes¥. Die ganze von auRen verrichtete
Arbeit, die KompressionsenergiedV, kommt allein dem Gas zugute und fuhrt zu einer
Temperaturanderund/d die von der spezifischen Warngg abhangt. Aus Energieerhaltung
folgt fir 1 mol:

PdV = —C,dT

(negatives Vorzeichen, weil Verkleinerung vsnzu Erh6hung vort” fuhrt). Aus der allge-
meinen Gasgleichung§V = RT folgt durch Differentiation

PdV 4 VdP = RdT.
Eliminiert man d” aus diesen beiden Gleichungen, so erhalt marOmi= C, + R

dap C,dv
__|__P_:0
P CV

und nach Integration dieser Differentialgleichung schlief3lich

PV? = konst. (2.3

mit y = C,/C, . Diese Gleichung zeigt, wie sich der Druck bei einer adiabatischen Kom-

pression erhoéht.
Eliminieren wir statt d den Druck dP aus den Gleichungen, so erhalten wir eine Diffe-

rentialgleichung fuf" undV:
ar  Cp -Gy dv
T ¢, vV

0.

Bei Kompression erhoht sich die Temperalyrbei Dilatation erniedrigt sicli’. Die Inte-
gration dieser Differentialgleichung ergibt:

TV~ = konst.

12Aus dem Griechischeadiabatos(undurchléssig)
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In einemP-V -Diagramm sind die Adiabaten immsteilerals die Isothermen.
Als Anwendungsbeispiel berechnen wir die Schallgeschwindigkeit in Gasen. Schallwel-
len sind Druckwellen, deren Ausbreitungsgeschwindigkelairch

c=vE/p

gegeben istp ist die Dichte des Gases, und

apP
E=-V—.
A%
Den reziproken Wert AE nennt man die Kompressibilitat des Gases.
Bei Schwingungen mit hoher Frequenz findet kein Warmeaustausch statt, d.h. der Pro-
zess der Volumenanderung ist adiabatisch. RWd = konst. folgt fiir die Kompressibilitat:

Die Dichte ist

WobengeS die Gesamtmasse des Gasvolum&ns die Molzahl undM die molare Mas-

se bedeuten. Fur kleine Anderungen des Drudkashd VolumensV, kénnen wir fir die
mittlere Dichte das universelle Gasgesetz verwenden:

M MPV _ MP
P=vy"=VRr = RT"

Die Schallgeschwindigkeit in einem idealen Gas héngt also nufvab:

c=\yRT/M.

Berechnen Sie die Schallgeschwindigkeit in Luft bei@5

Durch Messung der Schallgeschwindigkeit konnenywvimd damit die Anzahl der akti-
ven Freiheitsgrade bestimmen.

2.8 Antworten zu den Fragen

Frage 2.1 Die relativen Atommassen sind (ungefahr) 1 fur H und 16 fir O. Damit hat
1 mol Wasser die Masse 18 g = 0,018 kg. Die Anzahl der Molekile in 11=1kg ist daher

1 6.02- 107
N=——_1=

J— . 5
0,018° 0,018 =3.34.10%,
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Frage 2.2 Die allgemeine lineare Beziehung zwischen der Hahéer Saule und der
Temperatufl ist

h=A+ BT.
Aush = hybeiT = 0 folgt A = h,, und aus: = hy, bei T = 100 folgt

B— Moo — Mo
100

Die gesuchte Beziehung ist also

hygo — g
h = 100 _"0p
i + 100

Frage 2.3 Fur 1 mol gilt
_RT

Vv .
P

Mit R = 8,31441 Jmol*K %, 7 = 273,15 K undP = 1,01310° Pa erhalten wir

V =0,02242 11 = 22,421,

Frage 2.4 Die Dichte ist Masse/Volumen, d.h. fir 1 mol

M MP
P=Y TR’

wo M die Masse eines Mols ist. Im Falle einer Mischung aus 20%Massenzahk 32)
und 80% N (Massenzah¥28) mussen wir fu den Mittelwert einsetzen:

M = (0,2-32+0,8- 28 gmol * = 28,8g = 0,0288kg morl .
Fir die anderen Variablen gilt:
P =10Pa
T = 298K
R =8,314Jmor*K 1.

Einsetzen in obige Gleichung ergibt= 1,16 kg m 3,

Frage 2.5 Ungefahr 20% der Molekdle in der Luft sind,@er Q-Partialdruck ist daher
20% des atmospharischen Drucks, d.h. cald Pa.
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Frage 2.6 Die fur eine Erwarmung\7 benotigte Warmemenge ist
Q =nC,AT,

wo n die Molzahl bedeutet. Aus der Gasgleichung folgt

PV
n—=—
RT
und damit
_ PVC,AT
~ RT
Im vorliegenden Fall gilt
P~ 10°Pa
T ~ 293K (Mittelwert)
AT = 10K und
Cp/R=17/2.

Es bleibt noch, das Volume¥i des Zimmers abzuschétzen. Biie= 50 it erhalten wir z.B.
0 = 0,597 MJ. (Zum Vergleich: die gebrauchliche Einheit 1 kWh entspricht 3,6 MJ).

Frage 2.7 Fur Luftgilty =7/5= 1,4undM ~ 0,0288 kg mol' L. Mit T = 298K und
R =8,314Jmol*k ! folgt fur die Schallgeschwindigkeit = 347 m st
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Kapitel 3

Grundlagen der statistischen
Mechanik

3.1 Die Boltzmann-Verteilung

Im folgenden wollen wir einige wichtige statistische GesetzmaRigkeiten behandeln, die ein
aus einer sehr grof3en Zahl einzelner Teilchen bestehendes System beherrschen. Der Charak-
ter dieser GesetzmaRigkeiten hangt entscheidend davon ab, ob die Bewegung des individuel-
len Teilchens durch die klassische Mechanik oder aber durch die Quantentheorie beschrieben
wird. Wir beschranken uns hier auf ein System von Teilchen, das den Gesetzen der klassi-
schen Mechanik gentgt: ndmlich das ideale Gas.

Beim Bergsteigen machen wir die Erfahrung, dass die Luft ,dinner” wird, genauer, dass
ihre Dichte mit zunehmender Ho6he abnimmt.

Frage: Wie kommt diese Dichteabnahme zustande?

Die Gasmolekile unterliegen zwei entgegengesetzten Wirkungen: Zum einen dem Ein-
fluss des Gravitationsfeldes der Erde, welches bewirkt, dass die Molekiile eine Bewegung
nach unten (auf den Erdmittelpunkt zu) ausfihren. Diesem Effekt wirkt entgegen die Ten-
denz, die Gasmolekile moglichst gleichmafig im Raum zu verteilen. Diese letztere Wir-
kung resultiert aus einem universellen Bestreben eines Systems von Teilchen, den Zustand
geringster Ordnung anzunehmen. Wir werden auf dieses Phanomen noch ausfihrlich zu spre-
chen kommen. Diese beiden gegenléaufigen Tendenzen bewirken eine Abhangigkeit der Teil-
chenzahl und damit der Dichte des Gases von der Hohe (Uber der Erdoberflache).

Aus der Gasgleichung§V = NkT folgt

N
P = —kT = vkT,
Vv

wobeiv die Teilchenzahl pro Volumeneinheit (Teilchenzahldichte) ist. Die Dichte ist ent-
sprecheng = mv. Fur die Druckanderung folgt:
dP = kTdv + vkdT.

Wir wollen nun die vertikalen Temperaturgradienten der Erdatmosphére vernachldssigen,
also d” = 0 setzen; d.h. wir betrachten thermodynamisches Gleichgewicht. Dann gilt

dP = kTdv.

1Tatséchlich isAT/Ah ~ 10°C/km!

21
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Der Druck &ndert sich also linear mit der Teilchenzahldighte

h [km]
157
P+dP h+dh 104 Abbildung 3.1: (a) Zur mechanischen
Gleichgewicht einer Luftsdule der
P h Erdatmosphére: Der Druckgradient gleicht die
5 Schwerkraft aus. (b) Verdnderung der Luftdichte
mit der Hohe (anndhernd exponential).
o o5 g 1
(@ (b) >

Betrachten wir nun eine ,Luftsaule” tber der Erdoberflache und in ihr eine Scheibe d
in der Hoheh (Abb. 3.1(a)). Das Gewichtid der Scheibe errechnet sich aus der Zahl der
Teilchen dVv der Massen in ihr:

dF = mgdN.

Im Gleichgewicht muss die durch die Druckanderuiyltervorgerufene Kraft gleich dem
Gewicht sein. Fir die Flaché der Saule folgt also:

dP =dF/A =mgdN/A.
Fir eine dinne Scheibé donnen wir dv angeben mit
dN = vdV = vAdh.
Damit ergibt sich fur die Druckéanderung?dzwischem: undh + dh:
dP = —vmgdh = kTdv

(negatives Vorzeichemveil der Druck mit zunehmender Hohe abnimmt). Fir die Variation
der Teilchenzahldichte mit der Hohe erhalten wir also die Differentialgleichung

b __msy, (3.1)
v kT
und nach Integration schlief3lich
(h) = »(© exp( 228" (3.2)
v =V p T ) .

die sogbarometrische Hohenformel Abb. 3.1(b) zeigt ungefahr, wie die Dichte der Erdat-
mosphare mit der Hohe abnimmt. Der tatsachliche Verlauf ist von der Temperaturschichtung
abhangig und deshalb zeitlichen und ortlichen Schwankungen unterlegen.

Da Druck P und Dichtep beide proportional zur Teilchenzahldichtsind, gilt dasselbe
Exponentialgesetz auch fiir und p:



3.1. DIE BOLTZMANN-VERTEILUNG 23

_ _mgh

P(h) = P(0) exp( T ) , (3.3)
_ _mgh

p(h) = p(0) exp( T ) : (3.4)

In den obigen Gleichungen kann man natUrkchk durchM /R ersetzen.

Durch Messung des Luftdrucks kann man also eine rohe ,barometrische H6henbestim-
mung“ machen. Fur eine genaue Hohenbestimmung ist es erforderlich, die Hohenabhangig-
keit der Temperatur, die bei der Ableitung der barometrischen Hohenformel vernachlassigt
wurde, mit zu bertcksichtigen.

Schatzen Sie, in welcher Hohe der Druck der Atmosphéare die Halfte des
Luftdrucks am Boden betragt, wenn folgende Bedingungen herrschen: Temperatur am
Boden: 28C, Abnahme mit der Héhe: 0,01 KTh

Besonders bemerkenswert an der Hohenformel ist die Tatsache, dass der Zahler des Ex-
ponenten die potentielle EnergEBOt eines Teilchens der Masseam Orth (= mgh) dar-
stellt. Wir kdbnnen also formulieren:

Epot

h) =v(OQ)expl ——].
v(h) =v(0) IO( T )
Dieses Gesetz gilt nicht nur fir ein Teilchen der Mamsien Gravitationsfeld, sondern bei-
spielsweise auch fur Teilchen, welche eine Ladygnmgagen, im elektrischen Feld. Es gilt
allgemein fur jede Art von potentieller Energie, welche ein Teilchen in einem Feld erlangen
kann.

Wir kbnnen diesen Zusammenhang auch anders ausdricken: Die Teilchenzahldichten an
zwei Orten 1 und 2 verhalten sich wie

E, — E AFE
v kT kT

wobei E; und E, die potentiellen Energien an diesen Orten sind. Dies istBidgmann-
Gesetz Da diese Beziehung angibt, wie sich die Energie auf die Teilchen verteilt, spricht
man von eineMerteilungsfunktion

Allgemein heil3t eine Energiefunktion der Form éxE /kT) Boltzmann-Faktor. Er
gibt an, mit welcher relativen Wahrscheinlichkeit bei einer Tempefratein Teilchen einen
Zustand mit der Energi&€ einnimmt. Das Boltzmann-Gesetz gilt auch fir die Verteilung
derkinetischerkEnergie in einem idealen Gas. In seiner allgemeinsten Form lasst sich dieses
Gesetz wie folgt formulieren:

Wenn ein System (gleichgultig ob es sich um ein einzelnes Teilchen handelt oder um ein
aus vielen Teilchen zusammengesetztes System) eine Reihe von Zustanden mit den Energien
E (i = 1,2,...n) annehmen kann, dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich das System
im Zustand mit der Energi€. befindet,

W, = g exp(—E;/kT). (3.5)

g istdas sog. ,statistische Gewicht* des Zustandes mit der Engygierschiedene Zustan-
dei haben i.a. unterschiedliche statistische Gewichte.
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3.2 Die Maxwell-Verteilung

Wir haben die Verteilung der Teilchendichte im Raum behandelt und interessieren uns nun
fur die Verteilung der Geschwindigkeit. Die Teilchen bewegen sich statistisch, stof3en mit-
einander zusammen und andern dabei ihre Geschwindigkeit dem Betrage und der Richtung
nach. Obwohl jedes einzelne herausgegriffene Teilchen dauernd seine Geschwindigkeit an-
dert, und wir deshalb keine Angaben machen kénnen, welche Geschwindigkeit es zu einem
bestimmten Zeitpunkt besitzt, so kbnnen wir doch etwas tber die Zahl der Teilchen aussagen,
deren Geschwindigkeit in einem bestimmten Geschwindigkeitsbereich liegt. Der Bruchteil
aller Teilchen, welche eine Geschwindigkeit im Bereich zwisahandv + dv besitzen, ist
charakterisiert durch eine bestimmte Verteilungsfunktf@n) (Abb. 3.2). Dieser Bruchteil

ist gegeben durch das Verhéltnis der schraffierten Flgchgdv zur Gesamtflache unter der
Verteilungsfunktionf (v), und diese ist daher normiert zu 1.

f(v)

Abbildung 3.2: Schematische Darstellung einer
Verteilungstunktion. Die Fliche unter der Kurve
zwischen v und v + dv entspricht dem Anteil der
Molekiile, die Geschwindigkeiten in diesem
Bereich haben. (Die Gesamtfliche muss daher 1
sein).

v v+dv v

Die Geschwindigkeit ist aber eigentlich ein Vektor. Wir definieren daherdnigidimen-
sionale Verteilungsfunktion f (v) mit folgender Bedeutung: Der Bruchteil aller Teilchen,
deren Geschwindigkeit durch einen Punkt innerhalb des Volumenelemgd@di)Z am Ort
v des Geschwindigkeitsraums dargestellt wird, ist

dN/N = f(v)dvxdvydvZ

Fir ein ideales Gas ist die Gesamtenergie eines Teilchens gleich der kinetischen Energie

%mvz. Ferner konnen wir annehmen, dass alle Werte der Geschwindigkeitskomponenten das

gleiche statistische Gewicht haben. Der Gewichtsfaktor, der in der Boltzmann-Verteilung
erscheint, ist daher proportional zur Grol3e des Volumenelements im Geschwindigkeitsraum.

Wir erhalten daher
(v) = C ex mo’
foy=cep|\ =57 )

Der Wert des Faktor€ ergibt sich aus der Normierungsbedingung

+00 p4o00 p+o0
/ / f(v)dvxdvydvz =1
—00 J—oo J—o0 '
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Man kann zeigen, dass das Integral

400
/ eXp(—ocxz)dx - /T
_ o

o0

ist. Wir erhalten schlieRlich die soflaxwell-Verteilung? der Teilchengeschwindigkeiten:

3 2
m 2 muv
fo) = (anT) eXp(_ﬁ)'

Diese Gleichung stellt eine dreidimensionale Verteilung dar, die ein Maximum am Ur-
sprung hat und gleichmafig in allen Richtungen mit der Entfernung vom Ursprung abfallt.
Die Verteilung einer Komponente (z.B. dieKomponente) der Geschwindigkeit ist eine
~Glockenkurve®, dhnlich wie Abb. 3.2.

Wenn wir die Verteilung de&eschwindigkeitsbetragsbestimmen wollen, missen wir
Uber eine Kugelschale mit Radiusintegrieren. Diese ,Integration” ist sehr einfach, da
der Boltzmann-Faktor auf einer Kugelflache im Geschwindigkeitsraum konstant ist. Wir
brauchen daher nur das Vqumenelemeq;rd%dvZ durch das Volumen der Kugelschale

(4r vzdv) zu ersetzen. Fir die Verteilungsfunktiéitv) ergibt sich dann:

3 2
o m N2 _mv 2
F(v) = (—ZﬂkT) exp( —ZkT)4rrv. (3.6)

Abb. 3.3 zeigt eine schematische Darstellung dieser Verteilung.

F(v)

Abbildung 3.3: Maxwell-Verteilung der Betrige
der Geschwindigkeiten der Molekiile eines
idealen Gases. Der gewiihlte Parameter v/m ]2kt
ist dimensionslos.

o 1 5 3
V(m/2KT) V2

Die wahrscheinlichste Geschwindigkemtspricht dem Maximum der Maxwell-Verteil-
ung der Geschwindigkeitsbetrage:

V=+/2kT/m
Der mittlere Betrag der Geschwindigk&iergibt sich zu

(o)
v =/ vF(v)dv = /8T /mm ~ 1,130
0

2James Clerk Maxwell (1831-1897).
3Die mittlere Geschwindigkeit als Vektor ist natiirlich 0.
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und dagmittlere Geschwindigkeitsquadrast

v = 3T /m ~ (1,225)2.

Mit welcher (mittleren) Geschwindigkeit bewegen sich die Luftmolekile
bei Raumtemperatur? Welcher Anteil der Molekule haben eine Geschwindigkeit, die
mehr als das Doppelte vanbetragt?

3.3 Molvolumen, mittlere freie Weglange

Die Teilchenzahl pro Volumeneinheit ergibt sich aus der Gasgleichung (2.2) zu
N P

vV kT

Fir P = 10°Pa (normaler Atmosphéarendruck am Bodeh)= 273K (O°C) istv = 2,7 -

10°°m~3. Das Molvolumen (Volumen eines Mols) ist unter diesen Bedingungen fir alle
Gase
V. =L/v=224l

Um den mittleren Abstand derTeilchen zu ermitteln, unterteilen wir ein Volumen von im
inv TeiIvquminaaS, von denen jedes im Mittel ein Teilchen enthalten soll; d.h.

Daraus ergibt sich der mittlere Abstanau
a=v 7=33.10"m.

Frage: Welches ist die mittlere Entfernung, die ein Teilchen zuriicklegt, bis es mit einem
anderen Teilchen zusammentrifft? (Diese Gro3e wirdratidere freie Weglangbezeichnet).

Ein Teilchen A wird dann von einem anderen Teilchen B gestreut, wenn der Abstand
geringer als ein bestimmter West wird. Die Wahrscheinlichkeit eines Streuvorgangs ist
daher gleich der Wahrscheinlichkeit, eine Scheibe mit dem Radiusl der Flache = npz
mit einem Punktférmigen Teilchen zu treffen. Die Gra@fielie von beiden Teilchen abhangt,
wird alsQuerschnittdes Streuprozesses oder kurz bezeichnet.

Fir zwei harte Kugeln isb gleich der Summe der Radien. Bei Molekilen hgngind
damit o von der Wechselwirkung zwischen den Teilchen ab. In einem Gas mit nur einer
Molekulsorte istr fur alle Streuvorgange gleich.

Um den Zusammenhang zwischen dem Streuquerschnitt und der mittleren freien Weg-
lange abzuleiten, betrachten wir ein Volumen (s. Abb. 3.4), in dem Teilchen homogen verteilt
sind, und Teilchen eines homogenen Teilchenbiindels, welche dieses Volumen durchqueren.
Im VolumenAdx befinden sichv Adx Teilchen. Die Wahrscheinlichkeitit,, dass ein anflie-
gendes Teilchen eines der homogen verteilten Teilchen trifft und abgelenkt wird, ist gegeben
durch die Querschnittsflache Adx dervAdx Teilchen im Volumen bezogen auf die Flache
A:

Ad
dWS _ oAt vodx.
A
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Abbildung 3.4: Streuung eines Teilchenbiindels
durch statistisch verteilte Teilchen: Der
Streuquerschnitt o ist die effektive, projizierte
Fliche, innerhalb der ein Streuprozess stattfindet.

Von N ankommenden Teilchen scheiden beim Durchqueren der SehiihfTeilchen durch
Streuung aus:
dN = —dW,N.

Wenn wir den obigen Ausdruck fur, einsetzen, erhalten wir fiv (x) die Differenti-
algleichung
dN/N = —vodx

mit der Lésung

N = N, exp(—vox) = N, exp(—x/A).

Die Zahl der nichtgestreuten Teilchen nimmt also exponential mit der Entfernabg

Die Grol3er = 1/vo ist die Strecke in der die Anzahl der noch nicht gestreuten Teilchen
um den Faktor le abnimmt, und ist auch die mittlere Strecke, die ein Teilchen zwischen
zwei Streuereignissen zurlcklegt, d.h. die mittlere freie Weglange.

Koénnen Sie die letzte Behauptung beweisen? Versuchen Sie, die mittlere
freie Weglange der Luftmolekile bei Raumtemperatur und normalem Druck abzuschét-
zen.

3.4 Die Entropie

Werte der unabhéngigen Zustandsgrol3en Rij&/, T, ... charakterisieren einen makro-
skopischen Gleichgewichtszustamdakrozustaniyleines Gases. Dieser entspricht einer be-
stimmten Verteilung der Molekiile, z.B. dbtaxwell-Verteilungm Falle der Geschwindig-
keit der Molekdile in einem idealen Gas. Durch sie wird der Anteil von Molekilen mit einer
bestimmten Geschwindigkeit, jedoch nicht die Geschwindigkeit jedes einzelnen Molekiils
festgelegt. Ein Zustand, in dem die Geschwindigkeit und andere Eigenschaften jedes einzel-
nen Teilchens genau festgelegt sind, ist Mikrozustanddes Gases. Es gibt offensichtlich
viele verschiedene Mikrozustéande, die alle dieselbe Geschwindigkeitsverteilung der Mole-
kile besitzen und deshalb alle denselben Makrozustand realisieren.

Diejenigen Zustande, die keinem Gleichgewicht entsprechen, unterscheiden sich makro-
skopisch von den Gleichgewichtszustanden. Zu jedem Nichtgleichgewichtszustand gehdort
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eine Geschwindigkeitsverteilung (v), die sich von der Maxwellschen Geschwindigkeits-
verteilung f (v) des Gleichgewichtszustands unterscheidet. Ati¢h) kann durch viele ver-
schiedene Mikrozustande realisiert werden.

Wenn ein System sich in einem Gleichgewichtszustand befindet, dann &ndert sich sein
(durch eine bestimmte Verteilung realisierter) Makrozustand zeitlich nicht mehr. Infolge der
statistischen Bewegung der Teilchen andert sich der Mikrozustand jedoch stéandig. Es ist
lediglich nétig, dass bei der statistischen Teilchenbewegung bestimmte Randbedingungen
eingehalten werden. Fir das ideale Gas in einem abgeschlossenen System sind diese Rand-
bedingungen:

1. Die Zahl der TeilchenV ist konstant.
2. Die innere Energi¢/ = 5 Zfil Uiz ist konstant.
3. Alle Orter, der Teilchen(i = 1... N) liegen innerhalb des Volumens.

Fur alle realen Systeme iat sehr grol3; zu jedem Makrozustand gehéren daher sehr viele
Mikrozustande. EirfGrundpostulat der statistischen Mechanik besagt nun:

keit.

Alle Zustande der Molekile besitzarpriori die gleiche Wahrscheinlicr‘\-

Um die sogstatistische Physikchtig zu behandeln, brauchen wir die Quantenmechanik
(4. Semester). Als Beispiel fur die ,klassische” Statistik betrachten wir ein Systemvvon
Molekile (z.B. ein Gas), in dem jedes Molekul nur diskrete Zustéande 1,2,3,... mit den Ener-
gienE,, E,, E, ... annehmen kanrkrage: konnen wir mit Hilfe der Wahrscheinlichkeits-
rechnung herausfinden, wie der Makrozustand dieses einfachen Modellsystéahsich-
gewichtaussieht? Zunachst missen wir uns klarmachen, wie der Mikrozustand und der Ma-
krozustand in diesem Fall definiert werden:

» Der Mikrozustandwird festgelegt, indem wir fir jedes dé&f Molekiile angeben, in
welchem Zustand es befindet.

 Der Makrozustandwird festgelegt, in dem wir diénzahlm, der Molekule angeben,
die sich im Zustand befinden.

Zu jedem Makrozustand gibt es viele Mikrozustande, die als ,Realisierungsmdglichkei-
ten“ dieses Makrozustands bezeichnet werden. Da alle Mikrozustéande gleich Wahrscheinlich
sind (Grundpostulat), ist der Makrozustand, der die hochsten Zahl der Realisierungsmaglich-
keiten hat, der wahrscheinlichste. Fur grof3e Zahlen sind die Makrozustande, die messbar
vom wabhrscheinlichsten abweichen, extrem unwahrscheinlich. Der wahrscheinlichste Ma-
krozustand entspricht also dem Gleichgewicht.

Aus der Kombinatorik wissen wir, dass die Anzahl der Realisierungsmadglichkeiten des

Zustandsn,, m,, ... durch
N!

mlm,!. ..
gegeben ist, wenn wir davon ausgehen, dass die Molekile unterscheidbar sind.

W= (3.7)

Ich werfe mit 5 Wirfeln. Wie viele Realisierungsmaglichkeiten gibt es fur
die Konstellation 3-mal 6 und 2-mal 5? Was ist die Wahrscheinlichkeit fur das Eintreten
dieses Ereignisses in einem Wurf?



3.4. DIE ENTROPIE 29

Um nun den Gleichgewichtszustand zu finden, brauchen wir nur das Maximum dieser
Funktion zu suchen. Bei sehr groRen Zahlen sind Makrozustande, die messbar von dem Zu-
stand abweichen, der die hdchste Zahl der Realisierungsmoglichkeiten besitzt, so unwahr-
scheinlich, dass sie vernachlassigt werden kénnen. Dies lasst sich an einem einfachen Bei-
spiel demonstrieren: Ein Gasbehélter bestehe aus zwei gleich grof3en Teilen, die offen mit-
einander verbunden sind. Im Gleichgewicht sind gleich viele Molekule in jeder Hélfte. Die
tatsachliche Zahl schwankt jedoch um diesen Mittelwert, da sich jedes Molekil unabhangig
von den anderen mit gleicher Wahrscheinlichkeit links oder rechts aufhalten kaniv. Bei
Molekilen ist die Wahrscheinlichkeit, dasdMolekile in der einen Halfte undV — n) in
der anderen Halfte befinden durch

N!

- 3.8
v 2Nn!(N—n)! (3.8)

gegeben. Abb. 3.5 zeigt diese Funktion fir= 10 undN = 100. BeiN = 10 ist die

N =10 =100

0.25 T —s T 0.08 T ——T

02 © ot 1 oosr
0.15F 1

. o 0.04r .o ] Abbildung 3.5: Grafische Darstellung der in

01r 1 = Gleichung (3.8) definierten Wahrscheinlichkeit w
005 0.02- o ] fiir N = 10und N = 100

Sl ° ° T

O [J LJ 0 f:IZ LY

Halbwertsbreite der Verteilung ca. 40% der GesamtzahlMbet 100 nur noch ca. 12%.
Fir groRe Zahlen ist die Halbwertsbreite proportional Z¢/N. Fiir ein makroskopisches
System (V ~ 1023) waére die Breite Uberhaupt nicht in einem Bild wie Abb. 3.5 darstellbar.

Leiten Sie Gleichung (3.8) ab.

Bei der Berechnung des Maximums mussen wir noch die Randbedingungen bericksich-
tigen:

* Die Anzahl der Molekule ist konstant. d.h.

> m=N. (3.9)
i
» Im Falle eines isolierten Systems ist die innere Enetgienstant:

> mE =U (3.10)
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Eine anschauliche Losung dieses Problems gelingt nur mit Hilfe einiger mathematischen
Tricks: Zunéchst untersuchen wir nicht sondern den Logarithmus

INW =In(N) = > Inem,Y).

Bei grof3en Zahlen kénnen wir dann die Stirlingsche Naherung

In(ph) ~ plnp—p

anwenden und erhalten

INW~NINN—N=> (mInM —m)=NInN—-> minm,

1 1

wobei wir im zweiten Schritt (3.9) benutzt haben. Um das Maximum dieser Funktion unter
Beriicksichtigung der Nebenbedingungen (3.9) und (3.10) zu bestimmen, verwenden wir die
Methode der Lagrange-Multiplikatoren und bilden dazu die Funktion

F=|nW—|—aZmi—|—,BZmiEi,
i i

wo o und B zunachst unbekannte Parameter sind. Fur gro3e Zahlen kénnen wir @i
kontinuierliche Variable behandeln und die Methoden der Differentialrechnung anwenden.

oF
Wir setzen alsea— = 0 und erhalten schlief3lich
m.

1

m; = C eXp(BE,),

wo der Wert des FaktorS durch die Bedingung (3.9) festgelegt wird.
Was bedeutet der Paramefg? Zunachst ist es klar, dagsetwas mit defTemperatur
zu tun haben muss, und wenn wir einen Vergleich mit der uns schon bekannten Boltzmann-
Verteilung (3.5) anstellen, kommen wir zwangslaufig zu dem Schlussgdass 1/kT ist.
Damit ist

kT

Wir kennen jetzt den durch die, gekennzeichneten Makrozustand explizit als Funktion der
Temperatuff.

m, =C exp(—ﬁ) . (3.11)

Hier ist ein Java-Modell eines Spinsystems zum Experimentieren:
http://lwww.phy.syr.edu/courses/ijmg/lsing.html.

Wir kénnen aber auch die Funktid#i makroskopisch deuten. Dazu Uberlegen wir, was
passiert, wenn das System bei konstantem Volumen eine Warmemd@ngyersibel auf-
nimmt. Da keine Arbeit geleistet wird, ist die Anderung der inneren Endéilgie= § Q. Fir
die Anderung des Makrozustands gilt also

SU = Edsm =38Q.
i


http://www.phy.syr.edu/courses/ijmp_c/Ising.html
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Mit Hilfe von (3.11) kdnnen wir fur InW schreiben

InW:NInN—Zml. (InC—k—}) :N(|nN_|nc)+lZ#_

i

Fur eine Anderung in iV gilt also

Eém. 80
sAnw) =>" ;ch =

i

Wir kbnnen daher eingustandsgro3é nach

S=kinw

definieren, deren Anderung durék = § 9/ T gegeben wird. Diese GroRRe wird &atropie
bezeichnet. Wir werden sehen, dass die Entropie eine wichtige Rolle in der Thermodynamik
spielt.

3.5 Antworten zu den Fragen

Frage 3.1 Um eine Naherung zu bekommen, verwenden wir Gleichung (3.3), die eigent-
lich nur flr eine konstante Temperatur gilt, wobei wir noch tGiberlegen mussen, welchen Wert
wir fir T einsetzen mussen. Bezeichnen wir die gesuchte HdhblmitAus (3.3) folgt fur
P(h)/P(0) = 0,5 (wir ersetzemn/ k durchM /R)

Mgh
J =1In2
RT
oder
__RTIn2
1/2 — Mg :
Die Temperatur nimmt linear ab nach
T=T —ah

mit 7 = 298 K unde = 0,01 Km™. Der Mittelwert der Temperatur im Berei¢h= 0 bis
h = h1/2 ist daherT, — (a/2)h1/2. Wir setzen diesen Ausdruck anstelle vbnn die obige
Gleichung firh, , ein und erhalten nach Umformung

b T Mg +O[ -1
/27 %\ RIn2 " 2 '

Mit den o.a. Werten fif, undo, R = 8,314 J mol K™% M = 0,03 kg mol* undg =
9,91 m $2 erhalten wir

hy = 5.31km
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Diese Art von Schatzung verwenden Physiker sehr oft. In diesem Fall lasst sich das Pro-
blem aber exakt |dsen, so dass wir kontrollieren kdnnen, wie gut die Abschatzung ist. Die
Differentialgleichung furP—analog zu (3.1)—miT’ = T, — ok ist

d_P__ Mgdh
P R(T —ah)

Diese Gleichung lasst sich leicht integrieren mit dem Ergebnilalpgr

T _aR
h1/2=;(1—2 Mg)_

Diese Gleichung ergibt den Weitf , = 5,30 km.

Frage 3.2 Der mittlere Geschwindigkeitsbetrag ist

_ \/8kT _ [8RT

v am VNV aM
(k = Boltzmann-KonstanteT = Absoluttemperatur;z = Masse eines Molekilsk =
Gaskonstantey/ = molare Masse). Mii¥ = 0,03 kg mol* (Sauerstoff/Stickstoff)R =

8,314Jmol 'K ' undT = 300K ists = 460ms™.

Die zweite Frage kann man nur mit numerischer Integration Losen. Wenn wir eine di-
mensionslose Geschwindigkeitsvariable= v/v definieren, lautet die Maxwell-Verteilung
fur den Betrag der Geschwindigkeit (3.6):

2 4x?
G (x)dx = 3—2x2exp(—i) dr.
T

T

Numerische Integration (z.B. mit Mathcad) ergibt

2
/ f(x)dx = 0,9829
0

Nur rd. 1,7% der Molekule haben mehr als das Doppelte der mittleren Geschwindigkeit. (Bei
der dreifachen Geschwindigkeit sind es nur noch 0,004%.)

Frage 3.3 Der Anteil der Molekile, die eine Strecke vanindestensc erreichen, ist
exp(—x/A). Von diesen wird wieder der Anteild A innerhalb der Strecke zwischerund

x + dx gestreut. DiaNahrscheinlichkejtdass ein beliebiges Molekul eine Strecke zwischen
x undx + dx zuriicklegt, ist daher

—x/\

W(x)dx = .

(Kontrolle: ﬁ" W (x)dx = 1). Der Mittelwert vonx ist daher

1 /> _
)E:—/ xe ' *dx,
AJo
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Das Integral lasst sich einfach durch partielle Integration auswerten, und wir erhaten
Um die GroRRenordnung der freien Weglange in der Luft angeben zu kdnnen, missen
wir zunachsto abschétzen. Als grobe Naherung nehmen wir das Quadrat des Abstandes

der Atome in N bzw. Q. Wie man aus einem Buch Gber Molekulphysik erfahrt, ist dieser

Abstand von der GrbBenordnung‘me, so dass wir file den Wert 10%°m? ansetzen

kénnen. Wir brauchen noch die Teilchendichteliese ergibt sich aus der Gasgleichung:

N P
V kT’
Somit haben wir fur die freie Weglange
1 kT
A= —=—.
vo oP

Diese Gleichung ergibt mit = 1,38 1023k, 7 = 300K, P = 10°Pa undo =
102 m2
AR 4um.

Frage 3.4 Wir kénnen Gleichung (3.7) direkt anwenden mit= 5, m; = m, = mg =
my = 0, mg = 2 undmg = 3. Das Ergebnis (es giltl@= 1) ist

oS!

Sie kdnnen dieses Ergebnis leicht Uberprifen, indem Sie alle 10 Mdglichkeiten aufschreiben.
Bei einem Wurf mit 5 Wirfeln gibt es insgesarﬁtlﬂbglichkeiten. Die Wahrscheinlich-
keit, 3-mal 6 und 2-mal 5 in einem Wurf zu erhalten, ist als¢6f0= 1,286- 10,

Frage 3.5 Die Anzahl der Realisierungsmaglichkeiten ergibt sich wieder aus Gleichung
(3.7), wobei wir hier nur zwei Mdglichkeiten fur jede Molekil haben:
N!
W=—".
n!(N —n)!

Die Gesamtzahl der Moglichkeiten bei je zwei fir jedes vworMolekdilen ist 2’ und die
Wahrscheinlichkeit daher = W/2N, entsprechend der Gleichung (3.8).
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Kapitel 4

Aggregatzustande,
Phasengleichgewichte und
Phasenumwandlungen

4.1 Aggregatzustande und Phasen

Jeder Stoff kann durch entsprechende Wahl der Zustandsgrof3en in jedem der digj-sog.
gregatzustande—im gasformigen, flissigen und festen Zustand—existieren. Innerhalb ei-
nes Aggregatzustandes kann ein Stoff noch im allgemeinen in verschiedenen Zustandsfor-
men oderPhasenexistieren. Unter einer Phase versteht man einen rdumlich abgegrenzten
Bereich innerhalb eines Systems, der sich durch seine Eigenschaften wie z.B. Zusammen-
setzung, Dichte, Kristallstruktur von anderen Bereichen unterscheiden. Durch Anderung der
ZustandsgroRen kann ein Ubergang von einer in eine andere Phase erreicht werden, man
bezeichnet dies aBhasenumwandlung Es kdnnen auch mehrere Phasen miteinander im
Gleichgewicht koexistieren, wobei alle Phasen die gleiche Temperatur und den gleichen
Druck haben mussen. In Systemen, die mehrere Substanzen (,Komponenten“) enthalten,
gibt es noch weitere Gleichgewichtsbedingungen, die wir im Abschnitt 7.4.1 besprechen
werden. In diesem Kapitel beschranken wir uns zunéchst auf Systeme, die nur eine Molekiil-
sorte enthalten.

Wir wollen uns diese Sachverhalte an einem konkreten Beispiel klarmachen: Als Stoff
wahlen wir HO. Einer bestimmten Probenmenge wollen wir nun kontinuierlich Wagine
zufuhren, und zwar so, das@dd: konstant bleibt. @ /dr soll dabei so klein sein, dass sich
die zugefuhrte Warme gleichmaRig Gber die Probenmenge verteilt, so dass sich die Probe zu
jedem Zeitpunkt im thermischen Gleichgewicht befindet. Beobachtet wird nun die Anderung

der Temperatur und des Volumens bei konstantem Drick (konst.= 105Pa).
Es lassen sich folgende charakteristische Bereiche unterscheiden (Abb. 4.1):

1. Beitiefen Temperaturen liegt,B als Festkorper, als Eis, vor. Bei Warmezufuhr erhéht
sichT, undV vergrolert sich, bis die Temperatir= 273 15 K erreicht ist. In diesem

35
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— Abbildung 4.1: Schematischer Verlauf der
vV : Temperatur (T ) und des Volumens (V') von 1 mol

H,0 als Funktion der Zeit (t) bei konstanter
Wirmezufuhr (dQ/dr =konst.).

Bereich ist die spezifische WarmekapaZitat

C, ~ C, ~2,3kJkg ‘K™

. Bei dieser Temperatur beginnt Eis zu schmelzen. Obwohl die Warmezufuhr anhalt,

bleibt die Temperatur konstant (273 K), solange zwei Phasen vorhanden sind, d.h. bis
das gesamte Eis geschmolzen ist. Von diesem Zeitpunkt an begyiweder anzu-
wachsen. Wahrend der Zeitdauer in @ekonstant bleibt, verringert sich das Volumen
um rd. 9%, weil Eis eine geringere Dichte als Wasser hat. Die wahrend der Zeitdauer
des Schmelzvorganges zugefiihrte Warmemenge bezeichnet n&shaislzwéarme
Q. Fur HO ist

0, ~ 335kJkg .

. Oberhalb 273 K nimmt die Temperatur zu, aber das Volumen nimmt zun&chst wei-

ter ab, bis bei 277 K kO seine grofite Dichte erreicht hat. Dieser gegentber anderen
Stoffen aul3ergewéhnliche Sachverhalt wird als ,Anomalie des Wassers" bezeichnet.

. Oberhalb 277K liegt KD als Flussigkeit vor, mit der Warmezufuhr nehniénund

auchV zu. Die spezifische Wéarme ist von da ab

Cp ~ C, ~ 4,19kJIkg 'K,

. Bei Erreichen von 373 K beginnt Wasser zu sieden, d.h. unter Blasenbildung zu ver-

dampfen. Dieser Verdampfungsvorgang verlauft qualitativ ahnlich wie der Schmelz-
vorgang. Bei anhaltender Warmezufuhr bleibt die Temperatikonstant, bis die ge-
samte Flussigkeit in Dampf umgewandelt ist. Die hierfur erforderliche Warme be-
zeichnet man alserdampfungswarme Q,,. Fur Wasser ist

0, =2,26MJkg .

Wahrend dieses Verdampfungsvorganges vergro3ert sich das Volumen um ungefahr
das Tausendfache. Oberhalb 373K liegOHals Gas vor. Bei anhaltender Warmezu-
fuhr nehmen?” und auchV zu. Die spezifische Wéarme bei konstantem Druck ist in

1CP und C,, sind temperaturabhangig. Die hier angegebenen Werte sind ungefahre Mittelwerte fur den

angegebenen Temperaturbereich.
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diesem Bereich
Cp =19kJIkg 'Kt

Wie viel Warme bendétigt man, um 1kg Wasser von°Qis 110C zu
erhitzen?

Wir fassen zusammen: Die Phasenumwandlungen fest-fliissig und fllissig-gasformig er-
folgen unter Energiezufuhr, ohne dass eine Temperaturerh6hung des Systems dabei erfolgt.
Die zugeflhrten Energien werden #sente Warmen dieser Phasentbergéange bezeichnet.

Sie werden bei umgekehrtem Verlauf des Phasenubergangs wieder freigesetzt. Bei der Pha-
senumwandlung wird die Zufuhr der latenten Warme an das System dazu benutzt, die po-
tentielle Energie der Teilchen des Systems zu erhdéhen: Im Festkorper sitzen die Teilchen auf
Platzen, in festen Entfernungen voneinander. In der Flissigkeit ist die mittlere Entfernung
der Teilchen voneinander vergrofRert. Im Gas ist die Entfernung der Teilchen voneinander
schlie3lich so grol3, dass sie sich praktisch frei bewegen.

4.2 Phasentbergange

Wir wollen einen geschlossenen Behalter betrachten, in dem sich Wasser und deingser
Wasserdampf (keine Luft!) im Gleichgewicht bei einer bestimmten Tempé€fatund unter

einem bestimmten DrucPR befinden. Wenn wir nun das Dampfvolumen tber dem Wasser
verandern, z.B. durch Herausziehen oder Hineindrticken eines Kolbens, so stellen wir fest,
dass sich der Drucl nicht andert, solange die Temperafukonstant bleibt, und solange

im Behélter noch flissiges Wasser vorhanden ist. Ein Teil des Wassers verdampft, wenn das
Volumen vergréf3ert wird, oder ein Teil des Wasserdampfes kondensiert, wenn das Volumen
verkleinert wird. Die entsprechende latente Warme muss dem System zugefuhrt bzw. ent-
nommen werden, um die Temperatur konstant zu halten. Der Druck von Wasserdampf, der
sich im Gleichgewicht mit der Flissigkeit befindet, &ndert sich also nicht in der Weise, wie
wir dies aufgrund der Gasgleichung erwarten wirden. Erst wenn der letzte Tropfen Wasser
verdampft ist, beginnt der Druck zu fallen. Und umgekehrt: erst wenn mit wachsender \Volu-
menverminderung der ganze Behalter nur mit Fllssigkeit gefillt ist, steigt der Druck an. In
dem Volumenbereich, in dem der Druck konstant bleibt, koexistieren die gasférmige und die
flissige Phase des Wassers miteinander. Der Druck, der sich dabei einstellt, ist stark von der
Temperatur abhangig und wird dampfdruck bezeichnet (Abb. 4.2).

Der Siedepunktist die Temperatur, bei der der Dampfdruck den Wertatesosphari-
schenDrucks erreicht. Es kénnen sich dann Blasen des Dampfes innerhalb der Flissigkeit
bilden: das Wasser ,kocht“. Wasseerdampftauch bei Temperaturen weit unterhalb des
Siedepunktes, nur sehr viel langsamer. Die Siedetemperatur des Wassers ist druckabhangig:
Auf dem Berg siedet Wasser bei niedrigerer Temperatur als im Tal!

Mit steigender Temperatur wird der Bereich, in dem zwei Phasen koexistieren, immer
kleiner (Abb. 4.2) und verschwindet schlie3lich &nitischen Punkt. Oberhalb der kriti-
schen Temperatufi, beobachtet man nie zwei getrennte Phasen. Dieses Verhalten wird qua-
litativ richtig durch die vorvan der Waals? vorgeschlagene Zustandsgleichung beschrieben,
wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.

2Johannes Diderik van der Waals (1837-1923), Nobel-Preis 1910


http://www.nobel.se/physics/laureates/1910/waals-bio.html
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Abbildung 4.2: Links: P-V -Kurven fiir den
Ubergang fliissig-gasformig. Rechts: Dampfdruck
als Funktion der Temperatur.

U

[=Yv)

Wie erfolgt der Phasenlbergang von Wasser zu Wasserdampf, wenn das
Volumen bei einer konstanten Temperatur oberhalb des kritischen Punktes vergréf3ert
wird?

Der Ubergang fests fliissig lauft ahnlich ab, d.h. es gibt einen Bereich, wo der Druck
bei steigendem oder fallendem Volumen konstant bleibt, bis der Phasenltbergang vollendet
ist. Dieser Bereich bleibt aber bei allen Temperaturen erhalten, d.h. es gibt keinen kritischen
Punkt fir diesen Ubergang. Bei fast allen Stoffen ist die feste Phase dichter als die flissige,
und eine Erhéhung des Drucks BEi = konst. fihrt zur Erstarrung der FlUssigkeit. Bei
Wasser ist dies umgekehrt.

Der Phaseniibergang bei Druckanderung ist ein Beispiel fur das Prinzipvon Le Chate-
lier3, auch als ,Flucht vor dem Zwang“ bezeichnet: Ein im Gleichgewicht befindliches Sys-
tem reagiert immer so, dass die durch aufRere Einflisse verursachte Anderungen vermindert
werden.

Im festen Zustand kdnnen noch weitere Phasenlibergange zwischen verschiedenen Kris-
tallstrukturen stattfinden.

4.3 Die Zustandsgleichung realer Gase

Wir haben bereits darauf hingewiesen, dass die Zustandsgleichung idealer Gase nur fir Gase
bei hinreichend hohen Temperaturen und niedrigen Drucken gilt. Die Grtinde hierftr sind:

1. Im Modell des idealen Gases wird das Eigenvolumen der Molekule im Vergleich zum
Gesamtvolumen vernachlassigt. Bei hohen Drucken und niedrigen Temperaturen er-
reicht man irgendwann eine Gasdichte, bei der diese Naherung nicht mehr guiltig ist,
da das Gesamtvolumen immer Kkleiner wird, wéhrend das Volumen der Atome bzw.
Molekulle konstant bleibt.

2. Beim idealen Gas werden die Wechselwirkungen zwischen den Molekilen aul3er bei
ZusammenstoRen vernachlassigt. Wir machen also die Annahme, dasstetigel-
le Energie der Molekule sehr viel kleiner als inkmetischeEnergie ist. Bei hohen
Dichten und niedrigen Temperaturen wird diese Annahme ungultig, weil

SHenri Louis Le Chatelier, 1850—1936.


http://www.woodrow.org/teachers/ci/1992/LeChatelier.html
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* die potentielle Energie wegen der kleiner werdenden Teilchenabstande grofer
wird, und

» die kinetische Energie bei abnehmender Temperatur kleiner wird.

Reale Gase kdnnen naherungsweise durch dievsogder Waalssche Zustandsglei-

chungbeschrieben werden:
a
P+ — )V, —b) = RT.
Vm

In dieser Gleichung werden Korrekturen des DrucResnd des molaren Volumerig, an-
gebracht, die wie folgt begriindet werden:

Nehmen wir an, dass zwischen den Teilchen anziehende Krafte bestehen. Sie haben auf
jeden Fall eine begrenzte Reichweite, so dass nur die Teilchen, die sich innerhalb eines ku-
gelférmigen Volumens um ein bestimmtes Teilchen befinden, zu dessen potentieller Energie
beitragen. Trifft das betrachtete Teilchen auf die Gefal3wand, so ist die Halfte dieses Ku-
gelvolumens nicht mehr mit Gasteilchen besetzt. Die potentielle Energie des Teilchens ist
deshalb hoher als die eines Teilchens, das sich weit entfernt von der Wand befindet. Die ki-
netische Energie ist deshalb geringer; demessene Drudkt entsprechend niedriger und
muss also nach oben korrigiert werden, um den ,wahren* Werte des Gasdrucks zu erhalten.
Die Energieanderung ist proportional zur Anzahl der Teilchen im Kugelvolumen und damit
umgekehrt proportional zy, . Im Abschnitt 2.3 wurde gezeigt, dass der Druck selbst durch

2L -
P = §7mEkin
gegeben ist. Die Druckanderung ist damit umgekehrt proportiona{ﬁund wird daher

durch ein Additionsglied der Fornq}a/vm2 in der van-der-Waals-Gleichung bertcksichtigt.
Das Zusatzglied-» sorgt daflr, dass das freie Volumen um das als konstant angenommene
Eigenvolumen der Molekule vermindert wird.

Tabelle 4.1: Van-der-Waals-Konstanten einiger Stoffe.

a b
[m6Pa morz] [msmol_l]
He 0,00350 2,37
H, 0,0259 2,70
Q, 0,142 3,16
N, 0,145 3,85
CQ, 0,372 4,25
Cl, 0,690 5,60

Tabelle 4.1 zeigt eine Zusammenstellung der van-der-Waals-Konstanten einiger Gase.
Die Konstanter: und b sind stoffspezifische Parameter, die durch Anpassung der van-der-
Waals-Funktion an Messdaten gewonnen werden. Fur verschiedene Steffeeblat unter-
schiedliche Werte, weil die Wechselwirkungskrafte stark variieren. Dagegemisht sehr
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Abbildung 4.3: Van-der-Waals-Isothermen fiir

CQ,. Die kritische Temperatur ist 31°C.
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stoffabhangig: der Wert betragt etwa das vierfache des Eigenvolumens der Molekile eines
Mols des Stoffes.

Wir wollen nun dieP-V-Isothermen eines realen Gases genauer betrachten (Abb. 4.3):
Bei sehr hohen Temperaturen verlaufen die Isothermen wie bei einem idealen Gas. Bei tie-
fen Temperaturen beobachten wir einen grundlegend anderen Verlauf: Von grof3en Werten
von V und kleinen Werten vorP ausgehend steig? mit abnehmendeny zunéchst wie
beim idealen Gas an. Im Koexistenzbereich von Flissigkeit und Gas bleibt dann bei weite-
rer Verminderung vorvV der DruckP konstant. Jenseits des Koexistenzbereiches erfolgt ein
weiterer steiler Anstieg vo® mit abnehmendenk. Dieser starke Druckanstieg bei Kom-
pression ist Ausdruck der geringen Kompressibilitat von Flissigkeiten (und Festkdrpern).

Die van-der-Waals-Funktion beschreibt das Verhalten realer Gase nur auf3erhalb des Ko-
existenzbereiches der Phasen richtig. Innerhalb des Koexistenzbereiches hat die van-der-
Waals-Funktion einen schleifenférmigen Verlauf mit Maximum und Minimum und gibt da-
her den empirischen Sachverhalt, namlfel= konst., nicht wieder. Dieser S-férmige Ver-
lauf der van-der-Waals-Funktion ist daher durch eine horizontale Gerade zu ersetzen. Die
Gerade muss dabei so gezogen werden, dass die Flache oberhalb gleich der Flache unterhalb
der Geraden ist. Diese Konstruktion ergibt nicht nur den konstanten Dampfdruck bei gege-
bener konstanter Temperatur, sondern legt gleichzeitig die Grenzen des Koexistenzbereiches
fest.

Tabelle 4.2: Kritische Daten (Druck, Temperatur, Dichte) einiger Stoffe.
—6
10°R % A,
[Pa]  [K] [kgm 7]

He 023 52 68
H, 131 332 31
O, 513 1546 420
N, 343 1260 311
Ar 492 1507 531
CO, 7,47 3041 465
C 7,81 4170 567
HO 2242 6473 317

Der S-férmige Bereich der van-der-Waals-Funktion verkleinert sich mit zunehmender
Temperatur und schrumpft bei der oben erwahktéischen Temperatur, zu einem Punkt
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zusammen. Die zugehdrige Isotherme hat dementsprechend beileitischen Volumery,
und bei einenkritischen Druckp, einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente.

Die kritische Temperaturl, begrenzt den Koexistenzbereich. Oberhalb von dieser Tem-
peratur gibt es keinen diskreten Phasenlibergang mehr: der Stoff geht bei steigender Druck
kontinuierlich von einem gaséahnlichen in einen flussigkeitsdhnlichen Zustand tber. Die kri-

tischen Daten einiger Stoffe sind in Tabelle 4.2 zusammengestellt.
2

. " P 0 :
Aus der Bedingung, dass am Sattelpunkt der kritischen Isothermend — beide

Null sind, kann man folgende Beziehungen zwischen den kritischen Grél3en und den van-
der-Waals-Parametern ableiten:

V, = 3b,

8a
T =_—— 4.1
k™ 27Rb (4.1)
P i a
K o2

Geben Sie die Ableitung der obigen Beziehungen an.

4.4 Zustandsflachen, Koexistenz von Phasen

Die Zustandsgleichung
F(P,T,V)=0

stellt eine Flache in einem dreidimensionalen Raum dar, der durch ein kartesisches Koordi-
natensystem mit den ZustandsvariabkerV undT (Abb. 4.4) definiert ist. Jedem Punkt auf
dieser Flache entspricht ein Gleichgewichtszustand des Systems. Wenn wir die Schnittlinie
dieser Flache mit einer Ebere= konst. auf dieV -T-Ebene projizieren, so erhalten wir ei-

nen Kurve, welche die zu diesemWert gehdrende Beziehung zwischérund 7' darstellt.
Ebenso kénnen wir entsprechende KurvenTfie konst. bzw.V = konst. konstruieren.
Solche Kurven werden wie folgt bezeichnet:

Isochoren: P-T-Kurven firV = konst.
Isothermen: P-V-Kurven fir7 = konst.
Isobaren: V-T-Kurven fiir P = konst.

Aus der ZustandsgleichumgV, = RT des idealen Gases folgt, dass die 0.g. graphischen
Darstellungen folgende Formen haben:

Isochoren: P ~ T (Geraden)
Isothermen: P ~ 1/V (Hyperbeln)

Isobaren: V ~ T (Geraden)
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Abbildung 4.4: Schematische Darstellung einer
Zustandsfliche im PV T -Raum. Die
eingezeichneten Linien sind Isochoren,

und Isobaren.

Reale Stoffe haben davon abweichende Formen; auf3erdem gibt es fur jeden der drei Ag-
gregatzustande eine eigene Zustandsflache. Enthalt das SystameBhase, kbnnew®
und 7' unabhangig voneinander variiert werden. Zu jedéinT')-Wertepaar gehort ein Vo-
lumenwertV, der durch die Zustandsflache des entsprechenden Aggregatzustandes gegeben
ist. Die Bereich, waweiPhasen koexistieren sind jedoch dadurch gekennzeichnet, dass ein
funktioneller Zusammenhang zwischénund 7' besteht: Zu jeder Temperatur gehort ein
bestimmter Druck, und umgekehrt. D@slumenasst sich aber bei konstanter Temperatur—
und infolgedessen bei konstantem Druck—in gewissen Grenzen variieren, indem die Anteile
der beiden Phasen verandert wird. Das Zweiphasengebiet wird da®e#inf -Raum durch
eine Flache dargestellt, die parallel 2tAchse verlauft. Aus diesem Grund ist es sinnvoll,
diese Flachen auf die-T-Ebene zu projizieren, da sie dort als Linien erscheinen. Ein Bei-
spiel hierfur war die im Abb. 4.2 gezeigte Dampfdruckkurve.

log(p/Pa)
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Abbildung 4.5: P-T -Diagramme fiir Wasser und
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Abb. 4.5 zeigt dieP-T-Diagramme fur Wasser und Kohlendioxid als Beispiele, die ver-
schiedene Aspekte illustrieren. Die Gleichgewichtskurven fest-flissig und flissig-gasférmig
treffen sich am sog. Tripelpunkt, an dem alle drei Phasen im Gleichgewicht sind. Am Tri-
pelpunkt sind sowohl der Druck als auch die Temperatur festgelegt (aus diesem Grund wird
heute der Tripelpunkt und nicht der Gefrierpunkt des Wassers als Temperaturstandard ver-
wendet). Das Volumen kann sich aber je nach den Anteilen der Phasen &ndern. Bei Drucken
bzw. Temperaturen unter denen des Tripelpunktes gibt es keine flissige Phase; stattdessen
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gibt es den direkten Ubergang festgasférmig. Die Linie, die den Koexistenzbereich dieser
beiden Phasen darstellt, fiihrt natirlich auch zum Tripelpunkt hin. Der direkte Ubergang fest
— flussig wird alsSublimation bezeichnet. Die drei sich am Tripelpunkt treffenden Kurven
nennt man entsprechend den jeweiligen Phasentbergange ,Schmelzkurve®, ,\Verdampfungs-
kurve® bzw. ,Sublimationskurve®. Die Verdampfungskurve endet am kritischen Punkt.

Die Werte der Systemparametét,(T') fir den Tripelpunkt und den kritischen Punkt fir
H,0 und CQ sind in Tabelle 4.3 angegeben.

Tabelle 4.3: Werte des Tripelpunktes und des kritischen Punkts fiir Wasser und Kohlendioxid.
P[Pa] TI[°C]

HO P 6,13310° 0,0074
P, 2,17510° 3742
CO, P 501310° -56,2
P 78810 31,0

In beiden Diagrammen ist der Normaldruck der AtmosphéréF{&Ddurch eine Hori-
zontallinie angezeigt. Im Falle des Wassers tberquert diese Linie sowohl die Grenze fest-
flussig (bei OC) als auch die Grenze flissig-gasformig (bei XD Daher beobachten wir
die Ubergange Eis> Wasser bzw. Wasses Wasserdampf bei diesen Temperaturen unter
Normaldruck.

Kohlendioxid dagegen wird bei ?Pa nicht flissig, weil dieser Druck unter dem des Tri-
pelpunktes liegt. Beim Abkiihlen erfolgt direkt der Ubergang gasférmig-fest. Festes Kohlen-
dioxid wird als , Trockeneis® bezeichnet, weil es unter normalen Bedingungen ohne Bildung
von Flussigkeit verdampft (sublimiert). Kohlendioxid kann jedoch unter Druck bei Raum-
temperatur in flussiger Form gespeichert werden. Abb. 4.5 (rechts) zeigt, dass hierfur etwa
das Funfzigfache des Atmospharendrucks notwendig ist.

Wenn wir bei einer konstanten, oberhalb der des Tripelpunktes liegenden Temperatur den
Druck des Kohlendioxid-Gases erhdhen, erfolgt zunachst die Verflissigung, und bei einem
hoheren Druck geht die Flussigkeit in den festen Zustand Uber. Dieses Verhalten zeigen fast
alle Stoffe: Wasser stellt jedoch eine Ausnahme dar: Oberhalb der Tripelpunkt-Temperatur
wird Wasser nie zu Eis, egal wie hoch der Druck wird, weil die Schmelzkurve im Gegensatz
zu anderen Stoffen eine negative Steigung hat.

Bei Temperaturen bzw. Driicken oberhalb des kritischen Punktes erfolgt der Ubergang
flissig<> gasformig ohne Diskontinuitat: Das System bleibt einphasig, und die Dichte andert
sich kontinuierlich.

Die Koexistenz von Phasen in Systemen mit mehreren Komponenten wird im Abschnitt
7.4.1 behandelt.

4.5 Wasser in der Atmosphéare

Abb. 4.5 (links) hilft uns auch, das Verhalten von Wasser in der Atmosphare (Wolken, Nebel-
bildung, Niederschlag) zu verstehen. Entscheidend isPddraldruck des Wasserdampfes
in der Luft: Ein Gemisch aus Luft und Wasserdampf ist dann in Gleichgewicht mit der flus-
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sigen Phase, wenn der Partialdruck des Wasserdampfes gleich dem fur die jeweilige Tempe-
ratur gultige Dampfdruck (rote Kurve in Abb. 4.5).

Wird eine Luftmasse, die Wasserdampf enthélt, bei konstantem Gesamtdruck abgekuhlt,
bewegt sich der Punkt, der iB-T-Diagramm den Partialdruck und die Temperatur des
Wasserdampfes darstellt, horizontal nach links und wird irgendwann die Dampfdruckkurve
treffen. Wir sagen, dass die Luftmasse bei dieser Temperatur ,gesattigt” ist: Bei weiterer
Abklhlung scheidet sich Wasser in Form von Tropfchen (Tau, Nebel) aus. Die Temperatur,
bei der der Partialdruck dem Dampfdruck entspricht, hei3t desfalpunkt. Tabelle 4.4
zeigt einige Werte des Dampfdrucks von Wasser.

Tabelle 4.4: Dampfdruck Py, von Wasser als Funktion der Temperatur T

T[°C] P,[hPa]

0 6,1
10 12,3
20 23,3
30 42,4
40 73,7
50 123
60 199
70 311
80 473
90 710

100 1013

Der Taupunkt ist ein indirektes Malf3 fur den Wassergehalt (die Feuchtigkeit) der Luft. Ein
anderes Mal3 ist die sorelative Luftfeuchtigkeit, die als das Verhaltnis des tatsachlichen
Wassergehalts zum Sattigungsgehalt bei der jeweiligen Temperatur definiert ist und meistens
als % angegeben wird. Bei konstantem absoluten Wassergehalt ist die relative Luftfeuchtig-
keit temperaturabhangig und betragt beim Taupunkt definitionsgemal 100%.

Der Partialdruckp des Wassers in der Atmosphare verhéalt sich zum Gesamtdaiek
Atmosphéare wie der Molanteil des Wassers:

p=xP.

Die relative Luftfeuchtigkeit nach der obigen Definition ergibt sich daher aus dem Verhaltnis
des Partialdruckg zum Dampfdruckp,:

F = (p/P,) - 100%

Ist der Partialdruck des Wasserdampfes der Atmosphéare keiner als der Druck des Tri-
pelpunktes, entstehen beim Erreichen des Taupunkts, der zwangsweise€ GréeirOmuss,
Eiskristalle statt Wassertropfen. Auf diese Weise bilden sich Rauhreif, Schnee und Cirrus-
wolken.

Uber die Abhangigkeit des Dampfdrucks von der Temperatur bzw. die Abhangigkeit des
Taupunktes vom Wassergehalt werden wir mehr im Abschnitt 5.6 erfahren.

Wie grol3 ist der Molanteil von 4O in Luft, wenn der Taupunkt 3C be-
tragt? Welche Masse, B enthalt 1 m dieser Luft? Welche relative Luftfeuchtigkeit hat
die gleiche Luft-Wasserdampf-Mischung be?f @2 Wie viel Wasser wird—pro Friuft
bei 30 C—ausgeschieden, wenn die Luft auf Clabgekuihlt wird?
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4.6 Antworten zu den Fragen

Frage 4.1 Mit den im Text angegebenen Zahlenwerten erhalten wir folgende Energiebi-
lanz:

Eis -10C—0°C 10-2,3kJ = 23kJ
Schmelzen 335kJ
Wasser 0C—100°C 100-4,19kJ = 419KkJ
Verdampfen 2240kJ
Dampfphase 10C—110°C 10-1,9kJ = 19kJ
Insgesamt 3036 kJ

Frage 4.2 Die Dichte andert sich kontinuierlich, und das System besteht zu jeder Zeit
aus einer einzigen Phase. Bei kleinem Volumen und entsprechend hohem Druck sind die
physikalischen Eigenschaften wie Dichte oder Viskositat typisch fir eine Flissigkeit, bei
niedrigem Druck entsprechen sie den Eigenschaften eines Gases.

Frage 4.3 Durch Umstellung erhalten wir aus der van-der-Waals-Gleichung

RT
p=— -2 (4.2)
V—-b y2
: : P 3P N :
Die Bedlngungena—v =0 undm = 0 fahren zu folgenden Gleichungen fgy, v, und
T:
RTV.?> = 2a(V, — b)?, (4.3)
und
2RTV,* = 6a(V, — b)°. (4.4)

Wir bilden den Quotienten aus (4.3) und (4.4), @pu eliminieren, und erhalten i,

V, = 3b. (4.5)
Einsetzen von (4.5) in (4.3) ergibt
8a
T = —. 4.6
k™ 27Rb (4.6)

Schlie3lich erhalten wir aus (4.2) mit (4.5) und (4.6):

P— a
K op?
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Frage 4.4 Der Molanteil ist das Verhaltnis des Partialdrucks (in diesem Fall gleich dem
DampfdruckP, = 42, 4 hPa) zum Gesamtdruck (1013 hPa), also

42,4
25" 0.0419
YT 10137

Die Gesamtmolzahlist = PV /RT, die Wassermolzahl ist gleictr, und mitm = Masse
eines Mols HO erhalten wir fur die Masse des Wassers

. mxPV
"~ RT

Die Wertem = 0,018 kg,x = 0,0419,P = 101300Pay = 1 m°, R = 8,314 Jmol *K *
und7T = 303K ergeben eine Masse von 30,3 g.

Bei 10°C betragt der Dampfdruck nur noch 12,3 hPa, und die gesattigte Luft enthalt
bei dieser Temperatur nur 12,3/42,4 = 0,29 der Menge, die & &bthalten war. Die
ausgeschieden Masse ist damit 30,3(1 - 0,29)g=21,5¢.



Kapitel 5

Die Hauptsatze der Thermodynamik

5.1 Einige wichtige Grundbegriffe

5.1.1 Zustandsé&nderungen

Die Zustandsanderungen makroskopischer Systeme befolgen einen Satz von allgemein giil-
tigen Prinzipien, die man dielauptsétze der Thermodynamik nennt. Diese Hauptsatze
stellen Erfahrungstatsachen dar. Bevor wir sie im einzelnen besprechen, wollen wir noch ei-
nige Vorbemerkungen tber Zustandsanderungen, Zustandsgréf3en und Zustandsfunktionen
machen.

Eine Zustandsé&nderung eines Systems wird durch Angabe von Anfangs- und Endzustand
definiert, z.B. bei der Erwédrmung einer bestimmten Menge eines Stoffes die Anfangs- und
Endwerte von’ und vV, und kann sich auf verschiedenen Wegen vollziehen. Dabei bewegt
sich ein Punkt durch den Zustandsraum und durchlauft in zeitlicher Abfolge Zwischenzu-
stande.

Wenn sich die Werte der Zustandsgrél3en eines Systems nicht mit der Zeit dndern, so
kann entweder ein Zustand des thermodynamischen Gleichgewichts vorliegen oder aber ein
stationarer Nichtgleichgewichtszustand. Frage: Wie kann man diese beiden Falle unterschei-
den? Man umgibt das System mit isolierenden Systemgrenzen. Andert sich danach der Zu-
stand nicht, so liegt ein thermodynamisches Gleichgewicht vor, anderenfalls ein stationarer
Nichtgleichgewichtszustand. Beispiel: Eine lebende Zelle stirbt ab, wenn durch Isolierung
von der Umgebung die Nahrungsmittelzufuhr unterbunden wird, und stellt daher einen sta-
tionaren Nichtgleichgewichtszustand dar.

Die Zustandsanderungen kénnen so langsam verlaufen, dass das System néherungswei-
se im thermodynamischen Gleichgewicht bleibt; d.h. dass langs des eingeschlagenen Weges
die durchlaufenden Zwischenzustadnde ndherungsweise Gleichgewichtszustande sind. Diese
sind sog.reversible Zustandsanderungen Alle realen Prozesse—physikalische (techni-
sche) und biologische—verlaufen dagegen litveversible Zustandsanderungen d.h. sie
verlaufen nur in einer Richtung.

5.1.2 Die verrichtete Arbeit

Ein Gas mit dem Volumef, das sich gegen einen auf3eren Druck ausdehnt, verrichtet eine
Arbeit. An einem Gas dessen Volum&ngegen einen inneren Druck verkleinert wird, wird

47
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Arbeit verrichtet. Die mechanische Arbeiddst durch die KraftF gegeben, welche langs
eines Weges:dauf das System oder einen Teil des Systems wirkt. Bei einer Anderung des
Volumens & gilt

dA = —PdV.

Im Abschnitt 2.6 wurde diese Gleichung fiir das Zylinder-Kolben-Modells
eines thermodynamische Systems bewiesen. Kénnen Sie einen allgemeineren Beweis
geben?

Geschieht die Anderung von einem Anfangswgrtauf einen Endwert,, so ist die
gesamte verrichtete Arbeit
V2
A= —/ Pdv.
v,

1

Geometrisch lasst sich die Arbeit als die Flache unter der Kurve in efxdmbDiagramm.

Uber das Vorzeichen der Arbeit wollen wir folgende Vereinbarung treffen: Wir stellen
uns auf den Standpunkt des Systems: Dem System zugeflihrte Energie kommt dem System
»=zugute” und wird positiv gezéhlt. Vom System weggefiihrte Energie geht dem System ver-
loren und wird negativ gezahlt.

P
B\,
Abbildung 5.1: Zustandsénderung von (P, V;)
P.V nach (B, V) auf verschiedenen Wegen im
A P-V-Diagramm. Die geleistete Arbeit (Fliche
unter der Kurve) ist vom Weg abhingig.
\%

Wenn wir die Zustandsanderung if+V-Diagramm (Abb. 5.1) darstellen, so erkennen
wir, dass der Wert der geleisteten Arbeit—dargestellt durch die Flache unte? (der
Kurve—vom Weg, auf dem sie verrichtet wird, abhéngt. Laufen wir (reversibel) auf dem
einen Weg hin und auf dem anderen Weg zurtick, ist die bei diesem Kreisprozess geleistete
Arbeit nicht Null (sie ist gleich der eingeschlossenen Flache), obwohl das System vorher und
nachher in exakt dem gleichen Zustand befindet. Wir ziehen daraus eine wichtige Schluss-
folgerung:

Die Arbeit A ist keine Zustandsgro3evelche das System eindeutig charakterisiert, sie
hangt sozusagen von der Vorgeschichte des Systems ab, vom Weg, auf dem der Zustand
erreicht worden ist. Das Differential einer Arbeit dst daher auckein vollstandiges Diffe-
rential.

Ein System besteht aus 1 mol eines idealen Gases bei der Temggratdr
dem DruckP,. Wie viel Arbeit wird geleistet, wenn das Volumen ausgehend von diesem
Zustand (a) isotherm bzw. (b) adiabatisch verdoppelt wird?
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5.1.3 Die Temperatur

Die Temperatur ist eine Zustandsgré@bwohl wir eine unmittelbare qualitative Erfahrung
dieser Eigenschaft eines Systems Uber das Warmeempfinden unserer Haut besitzen, bendti-
gen wir zu ihrer quantitativen Messung eine physikalische Definition. Wir wollen uns noch-
mals klarmachen, was eine Temperaturmessung eigentlich bedeutet. Wir betrachten zwei
thermisch isolierte Systeme, wovon jedes fur sich in einem Gleichgewichtszustand befindet.
Wenn wir nun beide Systeme in thermischen Kontakt bringen, so laufen in ihnen im allgemei-
nen Zustandsanderungen ab, z.B. Anderurig imd P. Nach deren Ablauf befinden sich die
beiden Systemmiteinandernm thermischen Gleichgewicht. Die nunmehr beiden Systemen
gemeinsame Eigenschaft in Bezug auf ihre (thermisch isolierten) Systemgrenzen nennt man
Temperatur. Die zur Gleichgewichtseinstellung notwendigen Zustandsanderungen beruhen
auf den gegebenen Temperaturunterschieden der beiden Systeme. Sind nun zwei Systeme
im thermischen Gleichgewicht mit einem dritten System, so sind sie auch untereinander
im thermischen Gleichgewicht. Diese Erfahrungstatsache wird auch alkulles Haupt-

satz der Thermodynamik bezeichnet. Hieraus ergibt sich unmittelbar die Moglichkeit der
Messung des thermischen Gleichgewichts, d.h. der Temperaturgleichheit: Eines der Systeme
wird als Thermometer ausgebildet und dient als Vergleich mit anderen Systemen.

5.1.4 Die Warme

Wir haben bereits gesehen, dass zwei urspringlich getrennte Systeme, in thermischen Kon-
takt gebracht, ihre Zustande solange &ndern, bis sie im thermischen Gleichgewicht sind,
d.h. die gleiche Temperatur besitzen. Wir sprechen dann davon, dass beim ,Temperaturaus-
gleich® Warme vom wéarmeren zum kalteren System Ubertragen worden ist. Wir haben auch
bereits festgestellt, dass die Temperatur ein Mal fur den Energieinhalt eines idealen Gases
darstellt. Beim Temperaturausgleich &ndert sich offenbar der Energieinhalt jedes der beiden
betrachteten Systeme, es muss also Energie vom einen auf das andere System Ubertragen
worden sein. Warme muss demnach eine Energieform darstellen.

Frage: Welche Energieform stellt Warme dar? Offenbar ist Warme keine Energieform,
bei der Impuls oder Drehimpuls, Ladung oder Teilchen ausgetauscht werden. Es findet of-
fenbar auch kein Energieaustausch mit einem Feld statt, wie bei der Gravitation oder im
elektromagnetischen Feld. Wenn wir verschiedene uns schon gelaufige Energieformen mit-
einander vergleichen, so stellen wir fest, dass wir folgenden mathematischen Zusammenhang
fur Energieformen finden:

dE = &dx.

& undx sind dabei physikalische Grol3en mit den Bedingungen, dass
 das Produktx die Dimension einer Energie hat,
* £ eine sogintensive Grof3eist, und
* x eine sogextensive Grol3dst.

IntensiveGrolien—z.B. Druck, Temperatur—haben an jedem Punkt im Raum einen defi-
nierten Wert, wahrendxtensiveGrofien—z.B. Volumen, Impulssengenartigind. £ und

x sind energiekonjugierte GroReabelle 5.1 gibt eine Ubersicht tiber verschiedene Ener-
gieformen und die energiekonjugierten Grol3en.
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Tabelle 5.1: Energieformen und energiekonjugierte Grof3en.

Energieform intensive Grol3e extensive Grolie E d
Bewegungs- Geschwindigkait Impuls p v.dp
Kompressions- Drucle VolumenV pPdv
elektrische elektr. Potentigl Ladungg ¢ dg
Polarisations- elektr. Felf§ elektr. Dipolmomenip E.dp
Magnetisierungs- magnet. FeRl magnet. Dipolmomenk B.dm
warme Temperatur T Entropie S Tds
chemische chem. Potentjal Teilchenzahlv udN

Wir wollen nun die Annahme machen, dass Warme nureasr Energieform besteht.

Dann muss sie in der FormEd= &dx darstellbar sein. Da Warme thermischen Charakter
hat, wollen wir als intensive Grol3e die Temperatuwahlen. Diezur Temperatufl” energie-
konjugierte Grof3ast die Entropie S (s. Abschnitt 3.4). Die Entropie ist definitionsgeman
eine extensive, d.h. mengenartige Gré3e. Warme ist also eine Energieform, und zwar eine
Energieform im Ubergang, denn sie tritt nur beim Energieaustausch auf.

Warme steckt nicht im System drin, sie ist alsgine Systemeigenschafenn an ihrer
Ubertragung sind mindestens zwei Systeme beteiligt. Warme ist daher—wie ARegite—
ZustandsgrofReDas Differential einer Warme @ ist kein vollstandiges DifferentialBei
einem Kreisprozess kann also das IntegrdlD verschieden von 0 sein.

5.1.5 Die Wechselwirkung eines Systems mit seiner Umgebung

Ein thermodynamisches System kann mit seiner Umgebung Energie—in Form von Warme
oder Arbeit—und Stoffe austauschen. Ob und in welchem Ausmal} ein solcher Austausch
maoglich ist, hAngt von der Systemgrenze ab. Ist das System durch Wande begrenzt, die keine
Molekiile durchlassen, so ist der Stoffaustausch ausgeschlossen. (Eine Anderung der Anzahl
und Art der Molekiile ist jedoch durch chemische Reaktionen moglich).

Fiar Systeme, die ihr Volumen nicht verandern kdnnen, ist der Austausch von Energie in
Form vonmechanischeArbeit nicht mdglich. (Es gibt aber andere Formen der Arbeit, z.B.
elektrische). Thermisch isolierte Systeme kénnen kein Warme mit der Umgebung austau-
schen.

5.2 Die innere Energie und der Erste Hauptsatz

Wir wollen nun den Energieaustausch in einem thermisch isolierten und in einem geschlos-
senen System betrachten:

Wenn wir an einenthermisch isolierten SysteArbeit verrichten, z.B. indem wir es vom
Zustand @, 7;) in den Zustand B,, 7,) Uberflhren, so ist die flr eine solchdiabatische
Zustandsanderungufzuwendende Arbeit unabhéngig vom Weg, auf dem sie herbeigefihrt
worden ist. Der ,Energiegehalt* des Systems wird durch an ihm verrichtete Arbeit erhoht,
durch vom System verrichtete Arbeit erniedrigt. Man bezeichnet diesen ,Energiegehalt” des
Systems als seinanere EnergieU. Furadiabatische Zustandsénderunggh alsoQ =0
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und AU = A. Ein thermisch isoliertes System kann also nur durch Erniedrigung seiner
Inneren Energié/ Arbeit verrichten!

In einem geschlossenen System, welches sich in thermischem Kontakt mit seiner Um-
gebung befindet, kann sich die innere Energie dadurch andern, dass Arbeit verrichtet wird,
indem wir das System vom Zustang, (V;) in den Zustand g,, V,) Gberfluihren, und/oder
dadurch, dass Warme mit der Umgebung ausgetauscht wird. Allgemein gilt also

AU =Q + A.

Dies ist einer der wichtigsten Erhaltungsséatze der Thermodynamik und wird aisster
Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet. In Worten lautet dieser Satz:

Die Anderung der inneren Energie eines geschlossenen Systems ist gleich
der Summe der zugefuhrten Wéarme und der am System verrichteten Ar-
beit.

Im Innern eines Systems kann von sich aus keine Energie erzeugt oder vernichtet werden!
In einem reversiblen Prozess igpd= Sd7 und dA = — PdV, und der Erster Hauptsatz
l&sst sich in folgender Form schreiben:

dU = TdS — pdV.

Die Innere Energid/ hangt nur vom Zustand des Systems und nicht von dem Weg ab,
auf dem dieser Zustand erreicht wurde. Obwohl die beim Ubergang von einem Anfangs- in
einen Endzustand aufgenommene Warmemehged die verrichtete Arbeit vom einge-
schlagenen Weg abhangen, ist also ihre Suniime A = AU unabhangig davon, wie die
Zustandsanderung vollzogen worden ist. Digere Energid/ ist somit eineZustandsfunkti-
on, und nur abh&angig von den ZustandsgroBel, T. Die innere Energie ist einextensive
Grolie.

Bei einer beliebigen Zustandsanderung ergibt sich die Anderung der inneren Energie
als die Differenz der inneren Energien des End- bzw. Anfangszustandes, ist jedoch nicht
maoglich, nur aus der Kenntnis der beiden Zustande festzustellen, ob die Energie als War-
me, Arbeit oder eine Kombination von beiden ausgetauscht wurde. Dazu musste man alle
Zwischenzustande kennen.

Bei einer Zustandsanderung auf einem geschlossenen Weg, d.h. einéfressyozess
andert sich die innere Energiénicht:

AU:]{dU:O

Trotzdem kann dabei eine Warmezufubund eine Arbeitd auftreten. Fir einen Kreispro-

zess folgt also aus dem Ersten Hauptsgtz= —A. Dies ist das Prinzip eineVarme-
kraftmaschine: die dem System insgesamt zugefuhrte Warme ist gleich der vom System
verrichteten Arbeit. Man kann einem System Energie in einer bestimmten Form, z.B. durch
Warme Q zufuhren und erhdéht damit seine innere EneildieAnschlie3end entzieht man

dem System Energie, z.B. durch Arbeitsverrichtung an die Umgebung, und erniedrigt damit
wieder seine innere Energié. Wenn man dafur sorgt, dass das System wieder in seinen
urspringlichen Zustand gebracht wird (Kreisprozess), hat sich die innere Energie insgesamt
nicht geédndert.
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Der Erste Hauptsatz verbietet nicht, dass eine Energieform restlos in eine andere um-
gewandelt wird, also beispielsweise Warme vollstandig in mechanische Arbeit. Der Erste
Hauptsatz macht Aussagen Uber die Energiebilanz. Bei der energetischen Beschreibung von
Zustandsanderungen kdonnen mit dem Ersten Hauptsatz solche Vorgange als physikalisch
unmoglich ausgeschlossen werden, bei denen die Energiebilanz nicht stimmt. Wir werden
aber sehen, dass die Bedingungen, unter denen eine Umwandlung von einer in eine andere
Energieform erfolgen kann, das Ausmalf} dieser Umwandlung und die Richtung, in welcher
ein Prozess ablaufen kann, erst durch den Zweiten Hauptsatz der Thermodynamik festgelegt
wird.

Der Erste Hauptsatz gibt auch eine Antwort auf die Frage, ob es moglich ist, eine Ma-
schine zu konstruieren, die mehr Energie nach auf3en abgibt, als man ihr zufiihrt: Es ist
unmaglich, einPerpetuum mobile erster Art, d.h. eine periodisch arbeitende Maschine
zu konstruieren, welche Arbeit abgibt, ohne Energie aufzunehmen. In der Geschichte der
Menschheit hat es natirlich nicht an geistreichen Versuchen gefehlt, den ersten Hauptsatz
zu Uberlisten. Es ist oft nicht einfach—aber eine gute Ubung—zu erklaren, warum eine
bestimmte Maschine nicht funktionieren kann. Bis jetzt konnte keiner der Erfinder seinen
Apparat vorfihren. Mogeleien hat es natirlich gegeben.

5.3 Der Zweite Hauptsatz

Die industrielle Gesellschaft bendtigt Maschinen, die mechanische Arbeit verrichten, wobei
die bendtigte Energie in Form von Warme angeboten wird, z.B. durch Verbrennung oder
Kernreaktionen. Naturlich méchten wir moglichst viel von dieser Energie, die Geld kosten,

in Arbeit umwandeln, und méglichst wenig durch den Schornstein schicken. Idealerweise
mdochten wir die Warme vollstandig in Arbeit umwandeln, aber die Erfahrung hat gezeigt,

dass dies aus physikalischen Griinden nicht mdglich ist. Diese Tatsache wird im Zweiten
Hauptsatz der Thermodynamik formuliert.

Wie kénnte die Umwandlung von Wéarme in Arbeit prinzipiell stattfinden? Betrachten wir
als Modell eine einfache ,Maschine®, bestehend aus einem mit einem idealen Gas gefullten
Zylinder. Wir lassen das Gas sicsothermund reversibel ausdehnen, wobei die Arbgit
geleistet wird. Um die Temperatur konstant zu halten, muss dem System eine gewisse War-
memengeQ, zugefiihrt werden. Da die Energie des idealen Gases nur von der Temperatur
abhangt, bleibt sie bei einer isothermen Prozess konstant. Aus dem Ersten Hauptsatz folgt
alsoA; = Q;, d.h. wir haben zunachst die Warmemen@gvollstandig in Arbeit umge-
wandelt. Diese Volumenausdehnung kann aber nicht uneingeschrankt fortgefiihrt werden.
Irgendwann mussen wir die Maschine in den Ausgangszustand zurtickbringen, d.h. eine fur
die Praxis nutzliche Maschine muss immerlaitsisprozessrbeiten.

Wenn wir aber auf dem gleichen Weg zum Ausgangspunkt zuriickkehren wirden, hatten
wir nichts gewonnen, weil wir die gleiche Arbet aufbringen mussten, wobei die aquiva-
lente Warmemeng@, freigesetzt wirde. Wir wir spater bei der Betrachtung eines speziellen
Kreisprozesses sehen werden, kann aber durch die Wahl eines anderen Weges erreicht wer-
den, dass die freigesetzte Warmemeiije< Q, ist, so dass die Differenp, — Q, als
Nettoarbeit gewonnen wird. Die Erfahrung hat jedoch gezeigt, dass es nicht mdglich ist, die
far die Arbeit verlorene Warm@, auf Null zu reduzieren, d.h folgender Prozess ist nicht
maoglich:


http://members.tripod.com/JohnLockard/FreeEnergy/PerpetualMotion/Article/1911November18.html
http://members.tripod.com/JohnLockard/FreeEnergy/PerpetualMotion/Article/1930December.html
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In einemKreisprozessimmt das System eine gewisse Warmemeg@gauf und
verrichtet eine aquivalente Menge Arbdit= Q.

Nach einem Kreisprozess hat sich die innere Energie des Systems nicht verandert. Of-
fensichtlich wird der Erste Hauptsatz also durch diese ,Maschiratit verletzt. Nach dem
Zweiten Hauptsatz ist ein solcher Vorgang jedoch nicht méglich. Entweder das System wird
verandert—es handelt sich also nicht um einen Kreisprozel3—, oder es wird nur ein Teil der
aufgenommenen Warme in Arbeit umgewandelt, und der Rest geht ,verloren* d.h. er wird
an die Umgebungbgegeben.

Dagegen ist der folgende Prozestaubt

In einem Kreisprozess entnimmt das System einem Warmespeicher bei der Tem-
peratur7; die WarmeQ,, gibt die Warme Q, an einen zweiten Warmespei-
cher bei der Temperatui(< 7;) ab und verrichtet dabei insgesamt die Arbeit

A=0,-0,

Ein solches System wird aW&rmekraftmaschine bezeichnétDie Dampfmaschine ist ein
Beispiel fur eine Warmekraftmaschine. Der umgekehrte Vorgang ist auch mdglich und stellt
das Prinzip dewwarmepumpe dar (z.B. Kihlschrank):

Im Kreisprozess wird die Warm@, bei der Temperatuf; abgegebendie War-
me Q, bei der Temperatur, (< 7;) aufgenommeannd die ArbeitA = 0, — 0,
am Systerwerrichtet.

Es gilt aber immer > 0, d.h. der Kuhlschrank verbraucht Energie.

Es auch ist wichtig zu verstehen, dass die vollstandige Umwandlung von Warme in Ar-
beit nur flr einenKreisprozessverboten ist, wie man am oben diskutierten Beispiel des
idealen Gases erkennen kann.

Was ware ohne den Zweiten Hauptsatz alles moglich? Ein Flugzeug oder Schiff kénnte
seine Antriebsenergie dadurch gewinnen, dass es die umgebende Luft bzw. das Meer entspre-
chend abkuhlte. Da die Antriebsenergie im wesentlichen dazu dient, die Reibung zu Uber-
winden, wurde ein Grol3teil der aufgebrachten Arbeit wieder an den Warmespeicher Luft
bzw. Meer in Form von Warme zuruckfliel3en, und wir hatten damifeirpetuum mobile
gebaut. Dieses verletzt offenbar den Ersten Hauptsatz nicht undPenfetuum mobile
zweiter Art .

Wenn ein Perpetuum mobile zweiter Art moglich ware, dann kdnnten wir bei einer be-
stimmten Temperatuf; Warme aus einem Warmespeicher entnehmen, die dabei gewonnene
Arbeit wieder in Warme umwandeln (z.B. durch Reibung) und bei einer anderen Temperatur
T, > T, einem zweiten Warmespeicher zufiihren. Die Konsequenz ware, dass sich der kal-
tere Warmespeicher abkuhlen und der warmere erwdrmen wirde. Die Erfahrung zeigt, dass
dies nicht moglich ist.

Wir kbnnen somit deZweiten Hauptsatz der Thermodynamik auf verschiedene Wei-
se formulieren:

IDie Tatsache, dasg, > 0 sein muss, ist die Ursache d&lswarmeproblemder Kraftwerke.
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» Es existiert keingoeriodischarbeitende Maschine, die nichts an-
deres bewirkt, als Erzeugung mechanischer Arbeit und Abkihlung
eines Warmebehalters.

» Es ist nicht mdglich, eine gewisse Warmemengevon einem
System bei der Temperatdj auf ein System bei der Temperafur
T, > T, zu Ubertragen, ohne weitere Veranderung der Systeme oder
der Umgebung zu verursachen.

» Es gibt in der Natur keinen Vorgang, bei dem Warme von einem
Stoff niedriger Temperatur zu einem Stoff héherer Temperatur tiber-
geht, und sonst keine Veranderungen im Stoff oder seiner Umge-
bung auftreten.

Die verschiedenen erlaubten bzw. verbotenen Prozesse sind im Abb. 5.2 schematisch
dargestellt.

Abbildung 5.2: Schematische Darstellung von
Vorgingen, die nach dem Zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik ,.erlaubt bzw. ,,verboten* sind.
Rechtecke: Wirmespeicher, Kreise:
Kreisprozesse (Warmekraftmaschinen oder
Wirmepumpen), vertikale Pfeile: Wirmefliisse,
horizontale Pfeile: Arbeit. ( 71 > T2).

verboten

erlaubt

Es ist oft sehr amisant, einen Film anzuschauen, der rickwarts lauft. Wo-
her kann man genau wissen, ob ein Film richtig oder rickwarts lauft? Vielleicht hat
man nur den Schauspielern angewiesen, immer riickwérts zu laufen! Denken Sie einige
Filmszenen aus, die deRhysikerdie richtige Zeitrichtung verraten wirden.

5.4 Der Carnot-Prozess

Als Folge des Zweiten Hauptsatzes muss eine Warmekraftmaschine stets zwischen zwei
Warmespeichern unterschiedlicher Temperatur arbeiten: Dabei entzieht sie einem Warme-
speicher der Temperatd, die WarmeQ, , wandelt hiervon einen Teil in mechanische
Arbeit um (gemaR dem Ersten Hauptsatz) und fahrt den Restem Warmespeicher der
Temperaturl, < T, zu. Mit endlichen Warmespeichern kann daher eine derartige Warme-
kraftmaschine nicht beliebig lange betrieben werder?, didllt und 7, steigt, bis schlief3lich

T, = T, istund die Maschine daher zum Stillstand kommt. Daher muss der eine Warmespei-
cherT, dauernd geheizt und der anddjedauernd gekuhlt werden, und dies erfordert also
einen Energieaufwand.
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Die Umformung von Warme in mechanische Arbeit lasst man sinnvollerweise tUber einen
Kreisprozess erfolgen, damit die Maschine periodisch arbeiten kann. Die Maschine bestehe
aus einem Gasbehalter mit beweglichem Stempel. Als Arbeitsmedium werde z.B. ein Gas—
nicht notwendigerweise ein ideales Gas—verwendet. Durch Verschieben des Stempels kann
das Gas abwechselnd komprimiert und expandiert werden. Es gebe zwei Wéarmespeicher un-
terschiedlicher Temperatd} und7 (< T, ). Der Gasbehalter kann abwechselnd thermisch
isoliert oder thermisch leitend an je einen Warmespeicher angekoppelt werden.

Es gibt viele mégliche Kreisprozesse. D@arnotsché Kreisprozess vollzieht sich in
folgenden vier Schritten (s. Abb. 5.3):

P T
1
T 1 2
Abbildung 5.3: Der Carnotsche Kreisprozess in
4 3 einem P-V -Diagramm sowie in einem
Tk T 3 T -S-Diagramm. Er besteht aus zwei isothermen
: i i und zwei adiabatischen Stufen.
Y S
vV LV, o § >

1. Isotherme Expansionvom Ausgangszustand 1 auf den Zustand 2. Der Gasbehalter
bleibt bei diesem Schritt in thermischem Kontakt mit dem Warmespeithebas
Gas nimmt wahrend der Expansion eine Warmemefgevom Warmespeicher,
auf. Die Entropie nimmt um den BetragS = Q, /T zu.

2. Adiabatische Expansionvom Zustand 2 auf den Zustand 3. Der Gasbehaélter bleibt
wahrend dieses Schrittes thermisch isoliert, @h= 0. Das Gas kihlt sich daher
bei der Expansion al, und V; werden gerade so gewahlt, dass die Temperatur des
Warmespeicher§, erreicht wird. In einem reversiblen adiabatischen Prozess andert
sich die Entropie des Systems nicht.

3. Isotherme Kompressionvom Zustand 3 auf den Zustand 4. Der Gasbehalter bleibt
bei diesem Schritt in thermischem Kontakt mit dem Warmespeithddas Gas gibt
wahrend der Kompression die Warmemen@ean den Warmespeichdj ab’. Die
Entropie nimmt um den Betrag S = Q, /17, .

4. Adiabatische Kompressionvom Zustand 4 zum Ausgangszustand 1. Wé&hrend die-
ser Kompression bleibt der Gasbehalter thermisch isoliert, d.k= 0. B, und V,
sind dabei so gewéhlt worden, dass bei der adiabatischen Zustandsénderung gerade
die AusgangsgroReR, und V; und die Temperatur des Warmespeichgrserreicht
werden. Bei diesem Schritt &ndert sich die Entropie nicht.

2Nicholas Léonard Sadi Carnot (1796-1832).
3Abweichend von der Uiblichen Vorzeichenregel betrachten wir hier die Betrage aller Energiefliisse als po-
sitiv.


http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Carnot.html
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Dieser Prozess lasst sich im+V-Diagramm (Abb. 5.3) anschaulich verfolgen. Die vier
beschriebenen Prozessschritte verlaufen auf den entsprechenden Zustandsflachen, und sind
daher reversible Zustandsénderungen. Sie verlaufen abwechselnd entlang von Isothermen
und Adiabaten und ergeben auf diese Weise einen Kreisprozess, welcher reversibel durch-
laufen werden kann.

Dieser Kreisprozess kann prinzipiell in 2 Umlaufrichtungen erfolgen:

1. In dem beschriebenen Umlaufsinn-+ 2 — 3 — 4 — 1 wird die WarmeQ,,
bei héherer Temperatdf, aufgenommen und die Warng, bei tieferer Temperatur
T, abgegeben. Die Differen@, — O, = A wird als mechanische Arbeit von dieser
Warmekraftmaschinabgegeben.

2. Bei umgekehrtem Umlaufsinn & 4 — 3 — 2 — 1 wird unter Aufwand der
Arbeit A die WarmeQ, einem Warmespeicher bé& entnommen und die Warme
0, = A+ Q, an einen Warmespeicher bei der hoheren TempeTgtweitergegeben.
Dies ist das Prinzip ein&Varmepumpézw. einerkaltemaschine

Wir wollen nun derWirkungsgrad, d.h. den Nutzeffekt, einer Carnot-Maschine berech-
nen. Dazu betrachten wir die Energie- und Entropiebilanz:

Da die Entropie eine Zustandsgrof3e ist, mussen sich die Entropieanderung in den vier
Schritten des Kreisprozesses zu Null addieren. Die Entropie &ndert sich aber nur in den iso-
thermen Schritten (s. Abb. 5.3 rechts). Die Anderungeﬂ:peindi sind also betragsmalig
gleich. Daraus folgt eine sehr wichtige Beziehung, die die Warmemeg@geind Q, mit
den entsprechenden Temperaturen verbindet:

IAS] = =2 =

7 (5.1)

0, &
.

Die Warmemengen sind also im gleichen Verhaltnis wie die absoluten Temperaturen.

Aus dem Ersten Hauptsatz folgt, dass die als Arbeit abgegebene Energie gleich der Net-
to-Warmeaufnahme@, — O, sein muss.

Als Wirkungsgrad oder Nutzeffektder Carnotschen Maschine bezeichnet man das Ver-
haltnis der gewonnenen Arbeit zaufgenommenewarmemenge, , weil diese Warme
z.B. durch Strom oder Verbrennung zur Verfigung gestellt werden muss und die ,Kosten*
darstellt. Es gilt also:

Qw_Qk _ Tw_Y;c‘
Qw Tw

Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus (5.1)ist stets kleiner als 1 und steigt mit der
benutzten Temperaturdifferefiz — 7, .

Welche Bedingungen mussen erfillt werden, damit eine Warmepumpe, die
zur Beheizung verwendet wird, mdglichst effizient arbeitet?
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5.5 Die thermodynamische Temperatur

Es ist wichtig zu verstehen, dass der Wirkungsgrad des Carnot-Kreisprozesses nur von den
beiden Temperaturen und nicht vom Arbeitsstoff abhéngt. Dies gibt uns die Méglichkeit, eine
Temperaturskala ohne Bezug zu Materialeigenschaften (Volumenausdehnung von Quecksil-
ber) oder idealisierten Modellstoffen (idealen Gasen) zu definieren:

Es seil’ eine Referenztemperatur, deren Wert festgelegt wird Juethe unbekannte, zu
messende Temperatur. Wenn eine zwischen den TemperdturedT” operierende Carnot-
Maschine die Warmemenge®), bzw. O austauscht, so ergibt sich die Temperatuu

T =0T/0,.

Die so definierte Temperaturskala wird giermodynamische Temperaturskalabezeich-

net. Zur Festlegung d&il-Einheit der Temperatur wurde nicht der Schmelzpunkt sondern
der Tripelpunkt des Wassers (s. Abschnitt 4.4) gewahlt, und der Wert wurde als 273,16 K
festgelegt. Die Definition der SI-Einheit der Temperatur lautet also:

Das Kelvin (K), die thermodynamische Einheit der Temperatur, ist der
273,16te Teil der thermodynamischen Temperatur des Tripelpunktes des
Wassers.

Allerdings stellt der Carnotsche Kreisprozess kein geeignetes Verfahren, um Temperatu-
ren tatséchlich zu messen. Um praktisches Messen der Temperatur mit moglichst genauem
Bezug zur oben definierten thermodynamischen Temperatur wurde deshalb 1990 die ,Inter-
national Temperature Scale 1990" (kurz ITS-90) festgelegt. Diese besteht aus einer Reihe
von Fixpunkten und genau vermessenen Stoffeigenschaften und tberdeckt einen Bereich
von 0,65K bis zur héchsten Temperatur, die praktisch mit Strahlungsmessung erfasst wer-
den kann.

Es folgt eine kurze Beschreibung der Definitionen der ITS-90-Tempergfyrig ver-
schiedenen Temperaturbereichen. Die in der ITS-90 festgelegten Fixpunkte sind in der Ta-
belle 5.2 angegeben.

Tabelle 5.2: Fixpunkte der Internationalen Temperaturskala 1990.

Tripelpunkte [K] \ Schmelzpunkte [K]

13,8033| Ga 302,9146
Ne 24,5561 In 429,7485
54,3584 Sn 505,078
Ar  83,8058| Zn 692,677
Hg  234,3156| Al 933,473

HO 273,16 | Ag 1234,93
Au 1337,33
Cu 1357,77

1. Zwischen 0,65 K und 5,0 K wird,, durch den Dampfdruck votHe und*He definiert.
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2. Zwischen 3,0K und dem Tripelpunkt des Neons (24,5561 K) Wjgddurch ein He-
Gasthermometer (Messgréf3e Druck bei konstantem Volumen) definiert.

3. Zwischen dem Tripelpunkt des Wasserstoffs (13,8033 K) und dem Erstarrungspunkt
des Silbers (1234,93K) wirdy, durch das Platinum-Widerstandsthermometer defi-
niert.

4. Oberhalb des Erstarrungspunktes des Silbers jythit Hilfe des Planckschen Strah-
lungsgesetzes definiert.

Fir weitere Einzelheiten s. z.B. http://www.its-90.com/index.html.

Zur Realisierung des Tripelpunktes des Wassers verwenden man eine Glaszelle, die nur
reines Wasser enthalt. Bei Raumtemperatur sind Wasser und Wasserdampf im Gleichge-
wicht. Bei Abkuhlung bewegt sich der Zustand des Systems entlang der Gleichgewichtslinie
(Abb. 4.5), bis der Tripelpunkt erreicht wird. Dort kann sich Eis bilden, und die Temperatur
bleibt definitionsgemal bei exakt 273,16 K, solange alle drei Phasen noch vorhanden sind.
Fur die letzte Stufe der Abklhlung eignet sich eine Mischung aus Eis und Wasser, deren
Temperatur nur geringfugig unterhalb der des Tripelpunktes liegt.

Im Oktober 2000 wurde die PLTS 2000 (Provisional Low Temperature Scale = vorlaufige
Tieftemperaturskala) fir den Bereich unter 1 K eingefuhrt.

5.6 Die Clausius-Clapeyron-Beziehung

Ein Beispiel fur die Anwendung der Eigenschaften des Carnot-Prozesses, um Beziehung
zwischen verschiedenen physikalischen Eigenschaften abzuleiten, ist die zunéachst von Clau-
siug* nach Ideen von Clapeyrémabgeleitete Beziehung zwischen dem Dampfdruck und der
Temperatur. Die Ableitung basiert auf folgenden Gedankenversuch durch:

Das System bestehe aus einem Behalter mit verénderlichem Volumen, in dem sich so-
wohl Flussigkeit als auch Gas im Gleichgewicht befinden. Mit diesem System wird ein
Carnot-Kreis mit den folgenden Schritten durchgefthrt (s. Abb. 5.4):

T
=]
P-dP |.ceeeeennnnd \ \ Abbildung 5.4: Der Carnotsche Kreisprozess fiir
: T-dT : ein Gas, das sich im Gleichgewicht mit der
fliissigen Phase befindet.
~— DV=Vg-Vg — v

1. Eine isotherme Ausdehnung bei der Temper@tuwvobei genau 1 mol der Flissigkeit
bei konstantem DruclP verdampfen soll. Das Volumen andert sich um den Betrag
AV =V, — V;, wobeiV, undV, die Molvolumina der Gas- bzw. Flussigkeitsphase

4Rudolf Julius Emmanuel Clausius, 1822-1888.
SBenoit Paul Emile Clapeyron, 1799-1866.


http://www.its-90.com/
http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Clausius.html
http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Clapeyron.html
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bedeuten, und es wird die Arbeit= P (V,, — V) verrichtet. Es soll auch nach diesem
Schritt noch Flissigkeit vorhanden sein, so das®nstant bleibt. Um die Temperatur
konstant zu halten, muss die Verdampfungswa@pedem System zugefuihrt werden.

2. Ein adiabatischer Ubergang auf die Temperdtur 8T, wobei der Druck auf den
Wert P — § P fallt. Die Flussigkeitsmenge, die bei diesem Vorgang verdampft oder
kondensiert, kann im Grenzfall’ — 0 im Vergleich zu 1 mol vernachlassigt werden.

3. Eine isotherme Kompression bei der Temperdtur §7 und dem DruckP — § P, bei
der 1 mol wieder kondensiert. Das Volumen verringert sich dabei um

(V, —8V,) = (Ve — 8V &V, — V..

Die Warmemeng®,—460,, ~ Q,, wird abgegeben und die Arb&i? —5 P)(V;— V)
aufgenommen.

4. Ein adiabatischer Ubergang auf die Temperatuwobei sich der DampfdrucR ein-
stellt.

Die im gesamten Kreisprozess geleistete Arbeit ist gleich defim-Diagramm einge-
schlossenen Flache:
—8A = (V; — V,)8P.

Der Wirkungsgrad ist damit

—8A (Vg — Vo8P
op Op '

Gemald dem Zweiten Hauptsatz gilt aber= ST/ T und wir erhalten schlie3lich die
Clausius-Clapeyron-Gleichung

7’):

dp 0,

dar ~ (V, — V)T’ ©2)

die die Abhangigkeit des Dampfdrucks von der Temperatur angibt.

Im allgemeinen sind die Grol3ep,,, V,; und V. von der Temperatur abhangig. In einem
kleinen Temperaturbereich kann man @ftals konstant betrachten. Wenn wir ferner anneh-
men, das$/; > V, ist, und dass die Gasphase sich wie ein ideales Gas vePialt£ RT),
dann erhalten wir

dp N Op _ opP

dr  V,T  Rr?’

und nach Integration

P = P exp(—Q,/RT). (5.3)

Welche Wert ha, in dieser Gleichung fiir Wasser?

Der ,Taupunkt* einer Luftmasse ist die Temperatur, bei der der Partial-
druck des in ihr enthaltenen Wasserdampfs gleich dem Dampfdruck des Wassers ist (s.
Abschnitt 4.5). Welche Beziehung besteht zwischen dem Taupunkt und dem Wasser-
dampfgehalt (Molanteil) der Atmosphére?
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Die Clausius-Clapeyron-Gleichung gilt in der allgemeinen Form auch fiir den Ubergang
vom festen in den flissigen Zustand:
aP Oy
a7~ (V. — VT’
Hier bedeutet; das Molarvolumen der festen Phase, updist die Schmelzwarme. Die
Clausius-Clapeyron-Gleichung kénnten wir in der Form
_I -V
0

mit V; = Molvolumen der Hochtemperaturphasg = Molvolumen der Tieftemperaturpha-

se, dazu verwenden, um die Anderung der Schmelz- oder Siedepunkte infolge einer Druck-
anderung zu berechnen. gt > Vg, so steigt der Schmelzpunkt mit zunehmendem Druck
(und umgekehrt bei JO).

AT AP

5.7 Die Entropie und der Zweite Hauptsatz

Die fur den Carnot-Prozess gefundene Beziehung kann man fiir jeden belishigesiblen
Kreisprozel’ verallgemeinern:

AS:Z%:O

oder im Grenzfall
do

AS - T - O,
wobei Uber die Kurve zu integrieren ist, die den Kreisprozess beschfeigit.die im Ab-
schnitt 3.4 eingefiihrte Funktion Entropie. Daraus folgt, dass bei jeder reversiblen Anderung
von einem Zustand, zu einem Zustand,, die Entropieanderung

2
as= [ 2
1 T

unabhangig vom Weggin muss und allein durch Anfangszustand und Endzustand festgelegt
wird. Der Zweite Hauptsatz ist daher eine Konsequenz der Tatsache, dass die Entropie eine
Zustandsgrof3est. Fuhrt man in einem beliebigen thermodynamischen System bei der Tem-
peratur7 durch einen beliebigen, reversiblen Prozess die Warmemeg@geudso erhéht

sich dadurch die Entropie des Systems um den Betgagld Die Entropie ist einextensive
Grolie.

Bisher haben wir uns nur mit reversiblen Zustandsénderung befasst, d.h. mit Prozessen,
die Uber Gleichgewichtszusténde, also entlang der Zustandsflache, ablaufen. Ein Prozess ist
nur dann streng reversibel, wenn er unendlich langsam ablauft. Alle realen Prozesse enthalten
daher irreversible Zustandsé&nderungen.

Frage: Wie verlauft ein Kreisprozess bereversiblenZustandsanderungen? Eine irrever-
sibel nach Art eines Carnot-Prozesses arbeitende Warmekraftmaschine hadeimenen
Nutzeffekt als die reversible Carnotsche Maschine! Es gilt also

0+ LT
0 %
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(abgegebene Warme —Q,) und damit

%+%<O.
L T

Fir jeden beliebigen irreversiblen Kreisprozess gilt daher:

]{d—Q<O.
T

Betrachten wir nun einen Kreisprozess, bei dem vom Zustand 1 ausgehend der Zustand 2
durch eine irreversible Zustandsénderung erreicht wird, und durch eine reversible Zustands-
anderung zum Zustand 1 zurtickgefihrt wird. Fir den ganzen Kreisprozess gilt:

2 1
[ (] o
T 1 T irrev 2 T rev

Das zweite Integral ist der Entropieunterschied zwischen den Zustédnden 1 und 2. Es folgt

daher
2 dQ
AS=S§—§ > / — .
1 T irrev

In einemabgeschlossene®ystem (kein Warmeaustausch) gilt daher ganz allgemein fur jede
Zustandsanderung

AS > 0.

Das Gleichheitszeichen gilt fur reversible Prozesse. Dies ist eine weitere mogliche Formu-
lierung des Zweiten Hauptsatzes.

In einem abgeschlossenen System nimmt die Entropie bei einem irreversiblen Prozess
stets zu; sie bleibt hochstens konstant bei einem reversiblen Prozess, aber kein realer Prozess
ist vollstéandig reversibel. In einepnffenenSystem sind positive oder negative Entropieande-
rungen maoglich. Insbesondere kann die Entropie eines Systems infolge der Wechselwirkung
mit einem anderen System abnehmen; entsprechend muss jedoch dann die Entropie des an-
deren Systems zunehmen: Fur alle Anderungen in den beteiligten Systemen muss wieder
AS > 0 gelten. Aus dieser Betrachtung folgt, dass die Entropie des Universums standig
zunimmt.

Der Erste Hauptsatz gibt Auskunft dariiber, ob eine bestimmterung eines Systems
diese nennen wir einelProzess—unter gegebenen Bedingungen maglich ist; aber er liefert
kein Kriterium dafir, ob ein Prozess, z.B. eine chemische Realgpmmtarablauft. Fur rein
mechanische Prozesse, die von keinem Warmeaustausch begleitet sind, muss die Anderung
der inneren EnergidU < 0 sein, damit ein Prozess spontan ablauft. Bei thermodynami-
schen Prozessen ist die Entropie die Grof3e, welche ein Kriterium fir die Richtung und den
freiwilligen Ablauf eines Prozesses darstellt. Freiwillig laufen nur solche Prozesse ab, bei
denen die Entropie insgesamt zunimmt!

5.8 Die Entropie eines idealen Gases

Bei einer reversiblen Zustandsanderung eines idealen Gasa3 da& dufgenommene War-
memenge. Es gilt
dQ = ¢, dT + PdV,
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und damit fur die Entropiednderung d
as =, 4 4 PV
VT T

Mit PV = RT folgt nach Integratioh

dr
S=/CV7+RInV+SO.

Dies ist die Entropie pro Mol eines idealen Gases (das Modell eines idealen Gasahyilt
fur T — 0!) Bei einer Volumenanderung — V, bei konstanter Temperatur ist die Entro-
piednderung fin Mole = N Molekile:

V. V.
AS =nRIn-2 = NkIn -2.
4 1

Da die Entropie eine extensive Zustandsgrol3e ist, ergibt sich die Gesamtentropie eines
Systems aus der Summe der Entropien der Teilsysteme, aus denen sich das System zusam-
mensetzt. Betrachten wir als Beispiel ein Gasgemisch: Zwei verschiedene Gase (Molzah-
lenn;, n,) seien zunachst getrennt in den Volumiia V, bei gleichem DruckP und glei-
cher Temperatuf’. Nach Entfernung der Trennwand diffundieren die Gase ineinander, bis
schlief3lich das Volumeiy; + V, homogen durchmischt ist. Flr jedes der beiden Gase ergibt
sich eine VolumenvergréRerung véh— V; + V,, und damit verbunden
AS =nRIn M

l

(i = 1, 2). Die Mischungsentropiest daher

n n
AS:ASl+ASZ:R(n1In—+n2In—)
m n

mitn:nl—l—n2.

5.9 Der Dritte Hauptsatz

Wir haben bisher nur Entropieunterschiede diskutiert.

Frage: Besitzt ein thermodynamisches System auch einen Absolutwert der Entropie? Da die
Entropie eine Zustandsgrof3e ist, inr Wert also von der Art des reversiblen Weges unabhangig
ist, folgt fur die Entropie eines beliebigen Systems bei der TempeFatur

g
S(T) = / TQ + 5(0),
0

wobei S(0), die Entropie beim absoluten Nullpunkt, zunachst nicht bekannt ist, so dass ge-
folgert werden misste, dass die Entropie nur bis auf eine Konstante festgelegt ist.

Als wichtige Erfahrungstatsache wurde jedoch erkannt, dass die Entropie eines thermo-
dynamischen Systems im Gleichgewichtszustand dem Grenzwert Null zustrebt, wenn die
Temperatur des Systems gegen Null geht:

SFir mehratomige Gase i€}, eine Funktion der Temperatur.
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T —-0= S(T)—0.

Diesen zuerst von Nerrfstrkannten Sachverhalt bezeichnet man alsbrétten Hauptsatz
der Thermodynamik oderNernstsches Theorem

5.10 Antworten zu den Fragen

Frage 5.1 Es seiS bzw. S’ die Begrenzungsflache des Systems vor bzw. nach der Ex-
pansion. Die Zunahme des Volume#dd, ist das zwischen den beiden FlacHemund S’
eingeschlossene Volumen. Wir Betrachten nun ein Flachenelerientf& und definieren
einenVektords, der senkrecht aufSisteht und den BetragSdhat. (Von dieser Vektordar-
stellung des Flachenelements wird in der Physik viel Gebrauch gemacht). Die Verschiebung
des Flachenelementssdvahrend der Expansion bezeichnen wir mit dem Veldipr der

nicht notwendigerweise parallel zw dst. Dabei Uberstreicht das Flachenelement das Vo-
lumenédq.dS. Die VolumenanderungV erhalten wir die Beitrdge aller zB gehtrenden
Flachenelemente addieren, d.h. wir bestimmen das Flachenintegral

8V = /Sq.dS.
S

Die auf dS wirkende Kraft ist— PdS und die auf @ geleistete Arbeit dam&A = — P§q.dS.
Die Arbeit betragt also insgesamt

A= —P/aq.ds = —PsV.
S

Frage 5.2 (a) Fur den isothermen Prozess @iV = RT, =konst., und diezomSystem
geleistete Arbeit ist

2v, 2v,
A:/ PdV =RT, [ dV/V =RTIn2
V

o o

(b) Fur den adiabatischen Prozess gilt Gleichung (2.3):
PV’ =C,
(y = Cp/C,, C =konst.). Daher ist

2V, B C(1 2—(J/ 1
A= C/ V7rdv = ( _1)
v, vy -1V
Aus PV = RT folgt
C
=PV =RT,
Vy_l o o o

und die Arbeit ist damit
A=RT1-2"7"Y)

"Walter Hermann Nernst (1864—1941) bekam fiir diese Entdeckung 1920 den Nobel-Preis fiir Chemie.


http://www.nobel.se/chemistry/laureates/1920/nernst-bio.html
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Frage 5.3 Hier einige Beispiele:

Auf dem Boden liegende Porzellanscherben springen hoch und setzen sich zu einer
Kaffeetasse zusammen, die von einem der Schauspieler ergriffen wird.

Ein Wasserfall fliel3t nach oben.

Ein Teekessel wird in eine Pfiitze Wasser gestellt. Unter dem Kessel bildet sich ein
Eisblock, wobei der Kessel angehoben wird, und das im Kessel befindliche Wasser
fangt an zu kochen.

Eine Strandszene: Aus der Gischt entwickeln sich Wellen, die sich vom Strand entfer-
nen.

Frage 5.4 Um die WarmeQ, zu bekommen, muss man die Arbdit= 0, — Q, auf-

bringen. Das Verhaltnis
A

1% g

Q, Q,

sollte also mdglichst klein sein. Je mehr das Verhalthd, von 1 abweicht, umso mehr
Arbeit muss flr eine gegebene Warmemenge geleistet werden.

Der Fall7, = 0K ist besonders interessant. Es ist dg@ijn= A und 9, = 0O, d.h. es
wird dem kalten Warmespeicher keine Wéarme entzogen. Mit einer Warmepumpe kann man
also keine Temperaturen unter OK erreichen.

3

Frage 5.5 Umstellung der Gleichung (5.3) ergibt
P = Pexp(Q,/RT).

Die Verdampfungswarme des Wassers (s. Abschnitt 4.1) ist 2,26 MJb(gN. bezogen auf

1 mol (= 0,018kg) 40,68 kJ mot (). Ferner wissen wir, dass der Dampfdruckr’lPa bei
373 K (Siedepunkt) betragt. Einsetzen dieser Werte in die obige Gleichung ergibt

P, =4,977-10"Pa

Frage 5.6 Istx der Molanteil des Wassers in der Luft, so betragt sein Partialdrpck
(p, = Atmospharendruck). Fur den Taupurikt gilt daher

A o
RT
P

bzw.

ro—— 9
™ RIn(p,/xpy)
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Thermodynamische Funktionen

6.1 Allgemeine Eigenschaften

Eine ZustandsgroRRg wie z.B. U oderS kann als Funktion von zwei der drei Zustandsva-
riablenP, V, T dargestellt werden:

Z=f(P,V)=g(V,T)=h(P,T). (6.1)

Bei einer kleinen Anderung der Zustandsvariablen kann die AnderuAdibrer die entspre-
chenden partiellen Differentialkoeffizienten dargestellt werden:
af af

dZ = —dP + —dV
opP * v

0g 0g
= —dV + —=dT 6.2
A% +aT (6.2)

oh oh
= —dP + —dT.
opP oT

Da Z eine Zustandsgrof3e ist, muss das Integfdlz unabhangig vom Weg des Integrals
sein. Eine notwendige Bedingung hierfir ist (s. z.B. Courant, Differential- und Integralrech-
nung Bd. 2):

f  0%f
aPdV  9VoP
e _ 0% (6.3)
aVaT ~— 9TaV
%h  9%h
aPdT  JTAP

Betrachten wir die FunktioZ = PV fur ein ideales Gas, d.h. die GroRe,
die bei adiabatischen Anderungen konstant bleibt. Geben Sie die Funktiogeinder
Gleichung (6.1) und die Differentialkoeffizienten in (6.2) an.

Um die Funktionery, g, 4 nicht extra bezeichnen zu missen, werden die Differentialko-
effizienten in der Thermodynamik wie folgt bezeichnet:

of (dZ\ of (dZ
5F_Qﬁl’57_ﬁﬁl

65
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g  (9Z\ 0dg (9Z

av.  \av ), ar \aT ),

dh _ (dZ\ = oh _ (3Z

ap  \ar/).' or \oT )p
Die Zustandsgrol3e, die bei der Ableitung konstant gehalten wird, wird als Index angegeben.
Die Integrabilitatsbedingungen (6.3) lauten in dieser Schreibweise

() (5) = () (5).

wobeix, y zwei der VariablenP, V, T darstellen.

(6.4)

6.2 Thermodynamische Potentiale:
Gleichgewichtsbedingungen

Fur eine beliebige Anderung eines Systems gilt fiir die Entropie

as] = dQ/T firreversible Prozesse
> dQ/T furirreversible Prozesse.

Betrachten wir nun den Spezialfall eines thermisch isolierten Syste@s=(®), so ist
dS > 0. Bei allen Anderungen nimmt die Entropie also zu, es sei denn, das System befin-
det sich im Gleichgewicht. Damit ist der Gleichgewichtszustand eines thermisch isolierten
Systems durch ein Maximum der Entropie charakterisiert.

Im reversiblen Fall gilt @ = dU + PdV (1. Hauptsatz). Wir kbnnen also generell
schreiben

TdS > dU + Pdv. (6.5)

Diese Gleichung bildet die Basis fir die Bestimmung des Gleichgewichts fir ein System
unter verschiedenen Bedingungen. Dazu werden verschiedene Energiefunktionen, die sog.
thermodynamischen Potentialedefiniert:

1. Diefreie Energiee F = U — T'S.

Aus dieser Definition folgt: & = dU — T'dS — SdT und mit (6.5)
dF < —PdV — SdT.

Fur Prozesse, die bei konstantem Volumen und konstanter Temperatur ablaufen, (isotherm-
isochore Prozesse) 8t < 0, und die freie Energie ist eMinimumim Gleichgewicht.

2. DieEnthalpie: H =U + PV.
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Es gilt dd = dU + PdV + VdP und damit mit (6.5)
dH < TdS + vVdP.

Fur Prozesse, die bei konstanter Entropie und konstantem Druck ablaufen, (adiabatisch-
isobare Prozesse) isHd< 0, und die Enthalpie ist ein Minimum im Gleichgewicht.

3. Diefreie Enthalpie: G =U + PV - TS

In diesem Fall enthalten wir@ = dU + PdV + VdP — TdS — SdT und damit, wieder
unter Verwendung der Ungleichheit (6.5)

dG < VdP — SdT,

woraus folgt, dass die freie Enthalpie fur isobar-isotherme Prozesse ein Minimum im Gleich-
gewicht hat.

Berechnen Sie die Anderungen &h F, H und G bei einer isothermen
Ausdehnung eines idealen Gas&s V,).

6.3 Die Maxwell-Gleichungen

Indem wir die zweiten Ableitungen der Funktion&n F, H und G bilden, und die Integra-
bilitatsbedingungen (6.4) anwenden, lassen sich einige wichtige Beziehungen zwischen den
Ableitungen vonS, P, V undT untereinander gewinnen.

Wenn wir U als Funktion vons und V auffassen, gilt fur eine reversible Anderung des

Systems
dU = (8—U) ds + (a—U) dv.
oS Jy oV )

Aus (6.5) folgt jedoch (mit Gleichheitszeichen, weil wir reversible Vorgangen betrachten)
dU = TdS — PdV.

Ein Vergleich der beiden letzten Gleichungen zeigt, dass wir die partiellen Differentialkoef-
fizienten den SystemgroR&nbzw. — P gleichsetzen kdnnen:

U U
—) =1 (=) =-P.
38 ), vV )

Durch weitere Differentiation folgt
a3\ (dU\ _ (9T
av ) \as ), \av )
a3\ (9UY _ (0P
as), \av)s — \as),

Aus der Gleichheit der beiden Differentialkoeffizienten (6.4) folgt

sowie
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(7)), ©9
oV ) s ),

Auf ahnliche Weise gewinnt man aus

dF = —PdV — SdT
dH = TdS 4+ vdpP
dG = VdP — SdT

die Beziehungen

()-(),
()3,
(-() e

Die Gleichungen (6.6) bis (6.9) sind die sddaxwell-Gleichungen Sie lassen sich
einfach mit Hilfe des folgenden Diagramms merken:

T &« V
$ ¢
P < S

Die miteinander verbundenen Differentialkoeffizienten sind durch gegenuberliegende Seiten
des Quadrats dargestellt. Das Minuszeichen gilt fir die Beziehungen zwischen den horizon-
tal liegenden Paaren.

Frage 6.3 Beweisen Sie folgende Beziehungen fir 1 mol eines idealen Gases:
S\ R s\ _ R
v ), v’ aP), P’

6.4 Antworten zu den Fragen

Frage 6.1 Die erste Funktion ist gegeben:
f(P,V)=PV’.

Die anderen beiden finden wir, indem wirbzw. V mit Hilfe der Gasgleichun@®V = RT
eliminieren:
g(V.T)=RV'7'T,

WP, T)=R P V77,
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Die Differentialkoeffizienten sind

9 3 B
of _yr o _ pyrt

9P 9V

3 B 3 B

28 (y—DRV'PT Ay

Vv aT

h B h D1
- _OHRYPVTY o _ L RYP 6% )TV
op ~ ¥ D ar 7

Frage 6.2 Fir eine isotherme Anderung ist fir ein ideales Gés=l 0 und dahe'dS =

PdV. Fur H gilt
dH = TdS 4+ VdP = PdV 4+ VdP =d(PV).

Aus der Gasgleichung folgt aber
d(PV) = RdT =0

fur eine isotherme Anderung. Es gilt al®alV = —VdP und d7 = 0. Die Anderung inF

Ist
dF = —PdV — SdT = —PdV,

und fur G gilt
dG = VdP — SdT = VdP = dF.

Das Integral ergibt

V2 V2 dv v,
AF:—/ PdV:—RT/ —:—RTln(—).
v, v V Vl

1 1

Zusammengefasst:

V.
AU = AH = 0; AF:AG:—RTIn(VZ)
1

Frage 6.3 Die Maxwell-Gleichungen ergeben allgemein

()= Gr) ()= (e,

und aus der Gasgleichung erfolgt

oP\ R V) R
aT )y V' T Jp P’
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Kapitel 7

Anwendungen

7.1 Der Joule-Thomson-Effekt

Ein Gas wird mit dem DruckP durch eine enge Offnung gedriickt und &ndert dabei sei-

nen Druck um den BetragP auf P + § P (Abb. 7.1). Die enge Offnung ist eingebaut, um

zu erreichen, dass der Prozess sehr langsam ablauft, und die Beschleunigungsarbeit an den
Gasmolekilen vernachlassigbar klein gehalten wjstifosselte Entspannundper Prozess

erfolge adiabatisch, alssQ = 0. Wir wollen nun berechnen, wie sich die Temperatur des
Gases bei diesem Prozess andert. Da kein Warmeaustausch stattfindet, ist die Anderung der
inneren Energie gleich der verrichteten Arbeit. Um das Voluividseim Druck P durch die

Offnung driicken zu kénnen, missen wir die ArbRiv leisten. Auf der anderen Seite der
Offnung leistet das expandierende Gas die ArbRit- § P)(V + 8V). Es gilt also

U =PV —(P+6P)(V +48V)~ =6(PV).

oder
SH=6(U+ PV)=0.

Die EnthalpieH bleibt also bei diesem Prozess konstant. Aus der Definitidn=d7dsS +

P P+dp Abbildung 7.1: Der Joule-Thomson-Effekt. Ein
— e Gas wird langsam durch eine kleine Offnung
gepresst. Dabei dndern sich der Druck und der
T T+ dT Temperatur.

VdP folgt TdS + VdP = 0. Betrachten wir nun die Entropieals Funktion vori” und P,

so gilt
ds = (ﬁ) ar + (ﬁ) dP.
oT Jp oP );

71
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Aus der Definition der spezifischen Warr@g folgt

IS\ Cp
T )p T
und aus den Maxwell-Relationen

s\ _ (oVv
aP ). \oT )p’
Die Entropiednderung ist also

C
dS = —£d7 — (B_V) dpr.
T T Jp

Wenn wir dieses Ergebnis inl= 7dS + VdP = 0 einsetzen, erhalten wir schliel3lich:

_ar _ 17 (avy
=ar T, \or )T
w ist der sog.Joule-Thomson-Koeffizient von seinem Wert hangt ab, ob die Temperatur

des Gases bei dem beschriebenen Prozess zu- oder abnimmt.
Fur einidealesGas gilt mitPV = RT ist

Vy R _V
T )y P T

dr
H=ap = 0.
Ein ideales Gas zeigt also keinen Effekt. Die Ursache fur dieses Verhalten ist, dass die innere
Energie eines idealen Gases nur von der Temperatur, nicht aber vom Volumen oder vom
Druck abhangt!
Fur einrealesGas ist dagegen die innere Enerffi?on Druck und Temperatur abhangig.

Aus der van-der-Waals-Gleichung

(P+%)(V—b):RT
v

2a/V — 3ab/V? — bP
n = .

CplP —a/V?+2ab/ V]
Im T- P-Diagramm sind die Kurven konstanter Enthalpie keine Geraden mehr wie beim idea-
len Gas sondern Kurven variabler Steigung. Das Vorzeichemvoestimmt das Vorzeichen
der Temperaturanderung. Der Punkt, an dem fir gegebdnesein Vorzeichen wechselt,
ist der soglnversionspunkt. Die Kurve, die die Inversionspunkte fr verschiedéh&\Verte
miteinander verbindet, heiBtversionslinie. Die Bedingung flipe = 0 ist

2a 3ab

—5 —bP =0. 7.1
2 (7.0

und damit

folgt
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PIR, 10
7 Inversionslinie (m=0)
8 |
6 , . S
| Abbildung 7.2: Die Inversionslinie des
Joule-Thomson-Koeftfizienten (j¢) im
4 P-V -Diagramm eines realen Gases. An der
B Inversionslinie dndert sich das Vorzeichen von (.
2 -
0 T T T T \

Die durch diese Gleichung inP-V-Diagramm (s. Abb. 7.2) dargestellte Inversionslinie
grenzt den Bereiclp > 0, fUr den die Entspannung Abkuhlungfiihrt, gegen den Bereich
u < 0, fur den Entspannung Ztrwarmungfihrt, ab. In Abhangigkeit von den kritischen
Grolkenk,, V. lautet die Gleichung fir die Inversionslinie:

P
-9
P

bl

< ==

/N
|

<[

N

Verwenden Sie die Beziehungen zwischen den Parametérmer van-
der-Waals-Gleichung und den kritischen Gré3en (4.1), um die letzte Gleichung fir die
Inversionslinie aus (7.1) abzuleiten.

Abb. 7.2 zeigtP /P, als Funktion vonV/V, entsprechend dieser Gleichung. Diese uni-
verselle Kurve gilt fur alle realen Gase im Rahmen der van-der-Waals-N&herung.

Bei der dem Joule-Thomson-Effekt zugrundegelegten gedrosselten Entspannung wird
daflr gesorgt, dass bei der Entspannung maoglichst keine Beschleunigungsarbeit an den Gas-
molekilen verrichtet wird. Wenn man diese Bedingung fallen lasst, so kanmgedrossel-
ter Entspannung die aufzuwendende Beschleunigungsarbeit direkt zur Abkihlung genutzt
werden. Beispielsweise kihlt G@as beim Ausstromen aus einer Hochdruckflasche so
stark ab, dass die Ubergangstemperatur gasformifgst (194 K) unterschritten wird, und
wir erhalten Trockeneis.

Der Joule-Thomson-Effekt wird z.B. in der Tieftemperaturtechnik ausgenutzt. Im sog.
Linde-Verfahren werden Gase wie Luft, Stickstoff, Sauerstoff, Wasserstoff verflissigt. Ein
wesentliches Element der Verflissigungsanlage ist der Warmeaustauscher, der dem Drossel-
ventil, durch welches das Gas entspannt wird, vorgeschaltet ist. Durch eine Gasrickleitung
wird die im Joule-Thompson-Effekt erzeugte Kalteleistung auf das zu entspannende Gas
Ubertragen. Auf diese Weise wird in wiederholten Entspannungsprozessen das Gas abge-
kuhlt, bis die Verflissigungstemperatur erreicht ist. Der Kompressor arbeitet bei konstanter
AuBentemperatur, Kompressionswarme wird durch Wasserkuhlung entfernt.



74 KAPITEL 7. ANWENDUNGEN

7.2 Die Bernoulli-Gleichung

Eine wichtige Gesetzmaligkeit von stationdren Stromungen wollen wir aus dem Energieer-
haltungsprinzip herleiten (vgl. auch Mechanik-Skript, Abschnitt 8.4.1). Wir betrachten eine
Flissigkeit, die durch ein von Stromlinien begrenztes Gebiet fliel3t (s. Abb. 7.3). Die Str6-
mung sei stationar, d.h. die Strotmungsgeschwindigkeit habe an jedem Punkt einen zeitlich
konstanten Wert, der aber vom Ort abhangt! Da im Verlauf dieser stationdren Stromung keine
lokale Anderung der Massendichte stattfindet, muss offenbar genauso viel Masse pro Zeit-
einheit durch den Querschnity einstromen, wie durch den Querschnittausstromt. Aus
dieser Uberlegung folgt die sogontinuitatsgleichung stationérer Stromungen:

pvA = konst.

Ist die Temperatur angenahert konstant, so tragen nur die kinetische Energie des bewegten

Abbildung 7.3: Stromlinien in einer Fliissigkeit.
Die Stromlinien zeigen die momentane, lokale
Flussrichtung an. Je dichter die Stromlinien,
Umso héher ist die Geschwindigkeit.

Mediums und die Gravitationsenergie zur Anderung der inneren Engrdiei. Fir eine
bestimmt Masse: des Mediums gilt daher

1 -
U:Uo—i-émv + mgh.

Betrachten wir die Flissigkeit angenahert als inkompressibel, so ist die Dichte der Flussig-
keit p = m/V konstant, und wir kdnnen die innere Energie in folgender Form schreiben:

1
U=U + EV,ov2 + Vpgh.

Zwischen der Strémungsréhre und ihrer Umgebung moge kein Warmeaustausch stattfinden,
dann wird die innere Energie wie beim Joule-Thomson-Prozess nur durch Arbeit verandert,
d.h. (s. Abb. 7.3AU = BV, — BV, = A(PV) und damit

H =U + PV = konst.

und damit

2
DaU, undV konstant sind, folgt schlief3lich

1 2
U + |\ zpv" + pgh+ P )V =konst.

1 5
épv + pgh + P = konst.

IDiese Naherung gilt auch fiir Gase, wenn die relativen Druckunterschiede klein sind.
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Diese Beziehung ist das sdgernoulli-Gesetz das den Zusammenhang zwischen dem
Druck und der Geschwindigkeit einer Stromung beschreibt: VergréRerung der Geschwin-
digkeit—z.B. durch Verkleinerung des Querschnitts der Stromréhre—ist verknpft mit einer
Verringerung des hydrostatischen Druckes und umgekehrt.

Es gibt viele (insbesondere auch technische) Anwendungen der Bernoulli-Gleichung,
z.B. die Grundlage des Fliegens mit eifeagflache Die Form der Tragflachen ist so, dass
die Stromungsgeschwindigkeit der Luft auf der Oberseite des Fllgglgrber ist, als an
der Unterseitex). Daher ist der hydrostatische Druck auf der Unterseite groRRer als auf der
Oberseite, und es resultiert eine Kraft nach oben:

A
F=A(B—P) = 20 ).

wobei A die Flache des Flugels bedeutet. Die Geschwindigkeit des Flugzeugs ist

_ vl—l—v2

v 2

Mit Av = v, — v, gilt also
F = ApvAv.
(Gesetz vorKutta-Jukowski).
Beim ,Staudruckfahrtmesser” wird der DifferenzdruslP = %,ovz verwen-

det, um die Geschwindigkeit des Flugzeugs zu messen. Welche Messfehler entstehen in
groRen Hohen?

7.3 Die Oberflachenspannung

Flissigkeiten besitzen eine Oberflachenspanmufiginheiten : Nm%, siehe auch Mecha-
nik-Skript, Abschnitt 8.3). In einem kugelférmigen Tropfen der Flussigkeit verursacht die
Oberflachenspannung einen erhéhten inneren Druck, wie man durch eine Betrachtung des
mechanischen Gleichgewichts zeigen kann: Stellen wir uns eine Ebene vor, die die Kugel
in zwei gleiche Halften teilt. Die Kréfte, die eine Halfte auf die andere ausibt, missen in
Gleichgewicht sein. Die Kraft der Oberflachenspannung ist das Produkt vonit dem
Umfang des Querschnitts, und die Druckkraft ergibt sich als Produkt des Druckes mit der
Querschnittsflache. Fur einen Tropfen mit dem Radiaghalten wir

2nro = JTFZAP.

Der Uberdruck ist damit 5
AP = —G.
r

Diese Druckerhdhung ist fur den Kapillareffekt verantwortlich und bewirkt au3erdem,
dass deDampfdruckeiner Flissigkeit von degdberflachenkrimmungbhéngig ist.Um dies
zu beweisen, betrachten wir das mechanische Gleichgewicht einer Flissigkeitsséule in einem
Kapillarréhrchen:

Die Situation ist im Abb. 7.4 schematisch dargestellt. Der Druck an der $tefierade
oberhalb der Flussigkeitssaule it der Gleichgewichtsdampfdruck fir eine konkave Flache
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Abbildung 7.4: Der Kapillareffekt. Der
Fliissigkeit ist im Gleichgewicht mit der reinen
Dampfphase unter dem Einfluss des
Gravitationsfeldes.

Flissigkeit

mit dem Krimmungsradius. Am PunktB, gerade unterhalb der Flissigkeitsoberflache,
herrscht der Drucle. — 20 /r. An den Punkter€ undD, in H6he der Flussigkeitsoberflache
aul3erhalb des Rohrchens, betragt der Druck

20
Poo:Pr_T+pgh-

Hier bedeutef  den Dampfdruck im Gleichgewicht mit einer planen Oberflaehe-( o0),
undp ist die Dichte der Flussigkeit. Da die fliissige Phase im allgemeinen viel dichter als die
Gasphase ist, gittP,, — P.) < pgh und damit

NZO’

~N —

pgr

Fur die Gasphase kénnen wir die barometrische Hohenformel (3.2) anwenden:

P Mgh 2Mo
In - =— =—
P RT RTpr

(M = molare Masse). Fur einelropfenhatr das umgekehrte Vorzeichen, und wir erhalten
damit fur den Dampfdruck

P 2M
In-r =277 (7.2)
P_ "~ RTpr

Die Radiusabhéangigkeit des Dampfdrucks hat eine wichtige Konsequenz fiir das Pro-
blem derKeimbildung. Um dies zu verstehen, betrachten wir ein System bestehend aus
einer Mischung aus Luft und Wasserdampf. Der Partialdruck des Wasserdampfgs sei
Wir halten den Gesamtdruck (und damit auchP,) konstant, und untersuchen, was pas-
siert, wenn die Temperatur verandert wird. Der Taupuik({s. Abschnitt 4.5) ist definiert
als die Temperatur, bei der der Partialdruck des Wasserdampfes gleich dem Dampfdruck ist,
d.h. P, = P_(T,). Kuhlen wir das Luft-Wasserdampf-Gemisch unterhalb des Taupunktes,
ist es Ubersattigt, und wir erwarten Kondensation. Am Taupunkt selbst jedoch ist der durch
Gleichung (7.2) gegebene Dampfdruck des Tropfens immer groR3er als der Partiatdruck
so dass jeder Tropfen, der sich durch zufallige Fluktuationen bildet, wieder verdampft.

Ein Tropfen kann sich erst bei einer endlichen Unterkihlung unterhalb des Taupunktes
bilden: DortistP, > P_, und es gibt einen kritischen Radiys bei demP. gleich P_ ist.
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Tropfen mitr > r,_haben einen niedrigeren Dampfdruck als der PartialdRycknd werden

durch Kondensation wachsen. Um die Anderung des DampfdrBgk®) mit der Tempe-

ratur in der Nahe des Taupunktes zu bestimmen, verwenden wir die Clausius-Clapeyron-
Beziehung in der Naherung (5.3). Fir die Temperatiebzw. 7, + 8T erhalten wir

0
P (Tp) = Qexp(—R—]D})) = Pp,

P (T, +6T) = Rjexp(—ﬁ) :
P

mit Q,, = Verdampfungswarme. Wenn wk aus diesen beiden Gleichungen eliminieren,
erhalten wir in der Naherungfl’ < T,

0,8T
P (T, +8T) = P, exp(D—z).
RT;

Aus (7.2) folgt

P(T, +8T) = P (T, +5T) exp( M) = p exp 217 00T
r\ P - Too\"P p RTP,OI" - P p RTP RTP2 .

Furr = r_qilt aber . = P,, d.h. das Argument der Exponentialfunktion im letzten
Ausdruck ist Null, und wir erhalten fur den kritischen Radius

Mo T
o= (7.3)
pQOpdT

Schatzen Sie die kritische Grol3e von Wassertropfen in reinem Wasserdampf
unter normalem atmospharischem Druck bei einer Unterkiihlung ¥on2e Oberfla-
chenspannung ist(=0,073 N m*l).

50
B
£, 40
g Luft + Wasserdampf,
T 30 Taupunkt = 20°C
[0 d
o) Abbildung 7.5: Die kritische TropfengroBe in
5 20 Luft mit einem Taupunkt von 20°C als Funktion
8 "
= der Unterkiihlung.
¥ 10

0
0 2 4 6 8 10

Unterkuhlung [K]

Abb. 7.5 zeigt den kritischen Tropfenradius fur den Fall einer Luftmasse mit einem Tau-
punkt von 20C. Daran erkennt man, warum es mdglich ist, Wasserdampf oder mit Was-
serdampf versetzte Luft weit unterhalb des Taupunktes abzukihlen, ohne dass Kondensati-
on stattfindet. Bei geringer Unterkihlung ist die Anzahl der Molekule, die durch zufallige
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Fluktuationen zusammentreffen midssten, um einen wachstumsfahigen Keim zu bilden, so
grof3, dass eine Keimbildung beliebig unwahrscheinlich ist. Die Keimbildung wird durch
das Vorhandensein von festen Oberflachen erleichtert (,heterogene Keimbildung®). Deshalb
kondensiert Wasser aus feuchter Luft zuerst auf Flachen (Tau) oder Staubteilchen (Nebel,
Smog).

Das Problem der Keimbildung existiert auch fir andere Phasenubergange: In Wolken
werden Wassertropfen bis etwa ¢@abgekinhlt, bevor sie gefrieren. Im unterkihlten Zu-
stand sind sie fur Flugzeuge sehr gefahrlich, weil sie bei Kontakt mit der Tragflache sofort
gefrieren und eine Eisschicht bilden, die die Luftstromung stéren kann.

7.4 Eigenschaften von Mischungen

7.4.1 Das chemische Potential

Bisher haben wir fast nur Systeme betrachtet, die keine Materie aufnehmen oder abgeben.
In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, welche Form die thermodynamischen Funktio-
nen faroffeneSysteme annehmen. Da die Molzahignn,, . . . n, derk Komponenten nicht

mehr als konstant betrachtet werden kénnen, missen sie als Variablen bei der Berechnung
der thermodynamischen Funktionen berticksichtigt werden. Fiir eine Anderung der inneren
EnergieU qilt z.B.

k

U
dU = TdS — PdV + > (—) .
1 o Jg v

1

N . .. wu . . . . . .
Die Differentialkoeffizientef I sind die sogchemischen Potentialgy,. Es gilt also die
n.

(5x)
W=\ 5 .
an, A%

Unter Benutzung der Definitionen der thermodynamischen FunktiBhéhund G erhalten
wir schlief3lich folgende Differenzgleichungen fur offene Systeme:

1

Definition:

dU = TdS — PdV + > p.dn,

1

dF = —SdT — PdV + > jdn,

1

dH = TdS + VAP + >y, dn,

1

dG = —SdT — vVdP + > ydn,.

2Bei der Bildung der partiellen Ableitung naehmussen alley, mit k # i konstant gehalten werden.



7.4. EIGENSCHAFTEN VON MISCHUNGEN 79

Um die Bedeutung des chemischen Potentials deutlich zu machen, betrachten wir den
einfachen Fall von zwei Komponentehund B (z.B. Wasser und Alkohol), die zwei ko-
existierende, homogene Phaseund 8 (z.B. Flussigkeit und Gas) bilden. Jede Phase kann
zundachst fur sich als offenes System betrachtet werden. Da sie miteinander in mechanischem
und thermischem Gleichgewicht stehen, missen sie die gleiche Temperatur und den gleichen
Druck haben. Eine Anderung der freien Enthal@ides Gesamtsystems kann also nur durch
Austausch der beiden Komponenten zwischen den Phasen zustande kommen. Gehen z.B.
dn, mol A und dz, mol B vona nachp, so betragt die Anderung i

dG = (u} — pg)dn, + (i — py)dng.

Fur das (geschlossene) Gesamtsystem gilt aber noch die Bedingung; das$linimum

: G G . . . . .
sein muss, d'h{')_ =0 unda— = 0. Wir erhalten also die Gleichgewichtsbedingungen
g p

p=pf und  ul =l

die sich leicht fur Systeme mit beliebig vielen Komponenten und Phasen verallgemeinern
lassen.

Im Gleichgewicht gilt fir jede im System enthaltene chemische Spezies,
dass ihr chemisches Potential in allen Phasen des Systems den gleichen
Wert hat.

Das chemische Potential kann man als Energie pro Mol ausdriicken. Es ist eine Funktion
von P, T und der Zusammensetzung der Phase, in der sich die betreffende Komponente
befindet. Ein Unterschied im chemischen Potential einer Komponente zwischen zwei Phasen
wirkt als treibende Kraft fur den Stoffaustausch.

Wir untersuchen nun das Gleichgewicht eines Systems bestehend aus mehreren Kom-
ponenten und Phasen. Das System selbst soll geschlossen sein (kein Stoffaustausch mit der
Umgebung) aber die Phasen sind im Gleichgewicht miteinander. Der Zustand des Systems
wird z.B. durch Angabe folgender Daten spezifiziert:

P, T,V,

k = Anzahl der Komponenten,

p = Anzahl der Phasen,

N, = Molzahl der Komponenteim System (Summe Uber alle Phasen),
n; = Molzahl der Phasg (Summe Uber alle Komponenten),

X = Konzentration (Molanteil) der Komponentén der Phasg'.

Wie wir schon im Abschnitt 4.4 gesehen haben, ist es u.U. moglich, die relativen Anteile der
Phasen und damit das Voluménbei festemP und 7 zu verandern. In einem abgeschlos-
senen System mit mehreren Komponenten miissen bei jeder Anderung die Nebenbedingung
erfullt werden, dass die Molzahlen der einzelnen KomponeMen. N, konstant bleiben.
Zwischen den GroReN;, n; und.x;; bestehen aber die Beziehungen

N. :le.jnj. (7.4)

P
j=1
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Die Konzentrationetxl.j sind durch die chemischen Potentiale bestimmt, also ebenfalls kon-
stant. Man kann (7.4) als einen Satz voimearen Gleichungen fur die Variablenn; . . n,
auffassen. Man kann drei Félle unterscheiden:

1. p > k (mehr Phasen als Komponenten): In diesem Fall kann pnark der p Varia-
blenn, ... n, willkirlich festlegen. Die relativen Anteile der Phasen konnen also verandert
werden.

2. p = k (genauso viel Phasen wie Komponenten): In diesem Fall sind alle Variablen
bestimmt, und es ist keine Verschiebung moglich.

3. p < k (weniger Phasen als Komponenten): Hier ist keine allgemeine Losung mdglich.
Ob es weniger Phasen als Komponenten geben kann, hangt vom System ab. (Alkohol und
Wasser kénnen eine Phase bilden, Ol und Wasser bilden mindestens zwei.)

Wenn wir uns nur fur die Anzahl und Zusammensetzung der Phasen, nicht aber fir ihre
relativen Mengen interessieren, brauchen wir nur noclpdi¥ariablenx,, ... ., sowie P
und 7' in Betracht zu ziehen. Die Bedingungen der Gleichheit der chemischen Potentiale
ergeben

/‘Lij(P, T, Xpjo X - - 'xkj) = 'uim(P’ T’xlm’XZm .. .ka),
i=1...k,

jom=1...p, j#m

Dies ergibtk(p — 1) Gleichungen. Ferner haben wir die Bedingung, dass die Summe der
Molanteile der Komponenten in jeder Phase gleich 1 ist:

k
le.jzl, j=1...p.
i=1

Dies ergibt weiterep Gleichungen. Wir haben alspk + 2 Variablen undk(p — 1) + &
Bedingungen. Die Anzahl ddfreiheitsgrade f des Systems, d.h. die Anzahl der frei be-
stimmbaren Variablen ist die Differenz:

f=k—p+2

Dies ist die zunéchst von GibbaufgestelltePhasenregel
Da f nicht kleiner als 0 sein kann, ergibt die Phasenregel u.a. die Ungleichheit

p<k+2

Die Anzahl der Phasen kann die Anzahl der Komponenten um hdchsten 2 tbersteigen. Ein
System mit einer Komponente kann also maximal 3 Phasen haben, ein System mit 2 Kom-
ponenten 4 usw.

7.4.2 Ideale Losungen

Fur eine flissige Phase, die zwei Molekulartérund B enthalt, erwarten wir, dass der
Dampfdruck irgendeinen Wert zwischen den Dampfdriicken der reinen Komponenten, die

3Josiah Willard Gibbs, 1839—1903.
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wir mit P, bzw. P; bezeichnen wollen, annehmen wird. Lésungen, fir die diese Beziehung
linear ist, d.h.
Py = x, Py + x3 Py,

(Gesetz von Raoult), bezeichnet man aldealeLésungen. Aus experimenteller Erfahrung
weil3 man, dass reale Lésungen im allgemeinen Abweichungen vom Raoultschen Gesetz
zeigen. Alle Losungen zeigen jedoch im Grenzfall kleiner Konzentrationen einer der Kom-
ponenten ein anndhernd ideales Verhalten.

Setzt man auch fur die Gasphase ein ideales Verhalten voraus, so gilt fiardedlen
Dampfdricke:

P, :xAP: und Py :xBPl;'

7.4.3 Die Siedepunkterh6hung

Der Dampfdruck eines festen Stoffes ist im allgemeinen mehrere GrofRenordnungen kleiner
als der einer Flussigkeit bei der gleichen Temperatur. Bei der Berechnung des Dampfdrucks
der Losung einegesten Stoffes einer Flussigkeit(z.B. Zucker in Wasser) braucht man
deshalb nur den Beitrag des Lésungsmittels zu berticksichtigen.

P sei der Dampfdruck des reinen Lésungsmittels. Ein Molanteies geldsten Stoffes
verursache eine Anderudg. Unter der Voraussetzung eines idealen Verhalten erhalten wir
aus dem Raoultschen Gesetz 5p

5 =
Dampfdrucksenkungbei konstanter Temperatur bedeutet eine Erhéhung der Siedetempera-
tur bei konstantem Druck, da eine hthere Temperatur bendtigt wird, um den atmospharischen
Druck zu erreichen. Ist «< 1—im allgemeinen eine Voraussetzung fir ideales Verhalten—
kénnen wir die notwendige Temperaturerhohdfigsehr einfach aus der Differentialform
der

Clausius-Clapeyron-Gleichung (5.2) berechnen. Fur die Erh6hung der Siedetemperatur
erhalten wir

—X.

PT(V;— V)
= X
p
wo Q,, = molare Verdampfungswarmé,, = molares Volumen der Gasphase uid =

molares Volumen der flissigen Phase. In der Nahekgng> V. und PV, ~ RT erhalten
wir

oT

’

D
Wenny mol eines festen Stoffes in einer Volumeneinheit einer Flissigkeit geldst ist, gilt

X =uy/p,

wo u die molare Masse (in kg) una die Dichte der Flussigkeit bedeuten. Die Siedepunkt-
erhohung lasst sich dann in folgender Form ausdriicken:

WRT?
rQp

5T y=Kpy.

4Francois-Marie Raoult, 1830—1901.
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K, ist die sogebullioskopische Konstante Flr Wasser ist

K, = 0,512KImol ",

d.h. 1 mol eines in 1| Wasser gelosten Stoffes erhéht den Siedepunkt um 0,512 K. Die Mes-
sung der Siedepunkterhdhung ist eines der Standardverfahren (,Ebullioskopie®) zur Bestim-
mung demolaren Masseiner Substanz.

400 g Zucker wird in 11 Wasser aufgeldst. Der Siedepunkt wird um 0,598 K
erhoht. Berechnen Sie die molare Masse von Zucker.

7.4.4 Die Gefrierpunktsenkung

Wir kdnnen auch zeigen, dass ein geloster Stoff die Schmelztemperatur einer Flissigkeit er-
niedrigt, wenn dieser Stoff in der festen Phase praktisch nicht I6slich ist. Dazu betrachten wir
zunéachst die Verschiebung des Tripelpunktes, der als Schnittpunkt der Dampfdruckkurven
der festen und der flissigen Phasen definiert ist.

Da weder die Dampfphase noch die feste Phase wesentliche Anteile des gelésten Stof-
fes erhalten, verschiebt sich die Sublimationslinie #+7"-Diagramm nicht, wahrend die
Dampfdruckkurve nach unten ) verschoben wird. Dadurch verschiebt sich der Tripel-
punkt nach links, weil die Sublimationskurve steiler als die Dampfdruckkurve ist. Damit
verschiebt sich die Schmelzkurve auch nach links. Wenn wir annehmen, dass sich die Stei-
gung dieser Kurve nicht verandert, entspricht die Verschiebui®y des Tripelpunktes auch
der Verschiebung des Gefrier- bzw. Schmelzpunktes, der als Schnittpunkt der Schmelzkurve
mit der Linie P = 1 atm. definiert ist.

Mit den Abkirzungery = P — P, (P, = Druck des Tripelpunktes) und= T — T,

(T, = Temperatur des Tripelpunktes) knnen wir die drei Gleichgewichtslinien des reinen
Ldsungsmittels in der N&he des Tripelpunktes durch folgende Geraden annédhern:

fest-flussig: y =0z (7.5)
flussig-gasformig:  y = fz (7.6)
fest-gasformig y = yz. (7.7)

Wenn wir die Aggregatzustande mit den Indizegflissig ),G (gasformig ) undS (,solid*

= fest) bezeichnen und die entsprechenden Transformationswarme mio,. = 0O,

und Q. sind die Steigungen nach der Clausius-Clapeyron-Beziehung (5.2) durch folgende
Gleichungen gegeben:

— QSF
T, (V, — V)

TT(VG - VF)

L= V)

Nach den obigen Uberlegungen gilt Gleichung (7.7) auch fiur die Losung, wahrend (7.5)
und(7.6) folgende Formen annehmen (6t = Px):

y=oa(z+6T) (7.8)
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y:ﬁz—(SP:ﬂZ—PX. (79)

Die Bedingung, dass sich die Geraden (7.7), (7.8) und (7.9) in einem Punkt (Tripelpunkt)
treffen massen, fuhrt schlie3lich zu der Beziehung:

_(@a—y)Px

8T = 7.10
a(y — B). (7.10)

Die Gefrierpunktsenkung ist also Proportional zum Molantedes gel6sten Stoffes.
Mit den Naherungerv, > V., V, > Vo und Qi ~ O, + Qps (in der Nahe des
Tripelpunktes) folgt aus (7.10)

RT?
ST = —x.
SF

Wir kbénnen die Gefrierpunktsenkung ebenfalls in der Form
—0T =K,y

schreiben, wok, die ist, die den Wert 1,86 KImol" fur Wasser hat. Die Kryoskopie ist
ebenso wie die Ebullioskopie eine Methode zur Bestimmung von molaren Massen.

Um welchen Betrag senkt sich der Gefrierpunkt, wenn 400 g Zucker in 11
Wasser geldst wird?

Die Beseitigung von Eis auf Straf3en mittels Streusalz ist eine praktische Anwendung der
Gefrierpunktsenkung. Wir kénnen diesen Effekt auch zum Kuhlen ausnutzen: Wird Kochsalz
mit Eiswasser vermischt, fallt die Temperatur unté€Qweil ein Teil des Eises schmilzt,
und die daflur bendtigte latente Wéarme dem System entzogen wird. Auf diese Weise kdnnen
Temperaturen bis -2C leicht erreicht werden.

7.4.5 Der osmotische Druck

Trennt man eine Loésung vom reinen Lésungsmittel durch eine Membrane, die nur die Mole-
kiule des Lésungsmittels und nicht die des geltsten Stoffes durchlasst, stellt man fest, dass die
Losung Flussigkeit aufnimmt. Dieser Vorgang wird @smosebezeichnet. Herrscht in der
Losung jedoch ein hoherer hydrostatischer Druck als in der reinen Flussigkeit, wirkt dieser
der Osmose entgegen. Die Druckdifferenz, die gerade ausreicht, um die Osmose zu verhin-
dern, ist der sogosmotische Druckder Lésung. Im folgenden wenden wir die Gesetze der
Thermodynamik an, um die Abhangigkeit des osmotischen Drucks von der Konzentration
des gel6sten Stoffes fur verdiinnte Losungen zu berechnen.

Im Abb. 7.6 soll der Niveauunterschiédyerade ausreichen, um den osmotischen Druck
auszugleichen. Das Gesamtsystem befindet sich also im Gleichgewicht. Wie im vorherge-
henden Abschnitt wollen wir annehmen, dass die Dampfphase frei vom gelésten Stoff ist.
Der Druck in der Dampfphase s&igerade oberhalb der Losung uRd+ § P gerade ober-
halb der reinen Flussigkeit. Der Druckunterschied zwischen den Flissigkeiten auf beiden
Seiten der Membrane—und damit der osmotische Druck—betrags (i P, )

P = pgh,

0
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Dampf
P Abbildung 7.6: Zur Wirkung des osmotischen
e Drucks einer Losung. Im Gleichgewicht wird der
T osmotische Druck durch den hydrostatischen
h L 6sung Druck ausgeglichen.
P+dP |
[ ]
rene ——Membrane
Flussigkeit

wobei p die Dichte der Losung bedeutet. Aus der Ableitung der barometrischen H6henfor-
mel (Abschnitt 3.1) wissen wir, dass fur die Druckdifferéz in der Gasphase die Bezie-
hung

5P Mgh

P RT
gilt, in der M die molare Masse des Losungsmittels bedeutet.

Die DruckwerteP und P + § P missen aber den jeweiligen Gleichgewichtsdriicken ent-
sprechen, sonst wirde nicht, wie vorausgesetzt, Gleichgewicht herrschen. Aus dem Raoult-
schen Gesetz folgtP / P = x (Molanteil des geltdsten Stoffes). Wenn wir dies einsetzen und
h aus den letzten beiden Gleichungen eliminieren erhalten wir

xpRT
Pos = 'OM :
Da die Dichte einer verdinnten L6sung sich nicht sehr viel von der der reinen Flissigkeit
unterscheidet, ergibt das VerhaltpigM in guter Naherung die Molzahl des Losungsmittels
pro Volumeneinheit. Mitv <« 1 ist dahem = xVp/M die Molzahl des geldsten Stoffes im
VolumenV der Losung. Die Gleichung fir den osmotischen Druck vereinfacht sich also zu

PV =nRT.

Diese Gleichung hat die gleiche Form wie die universelle Gasgleichung. Damit haben wir
ein weiteres Verfahren fur die Bestimmung der molaren Masse—vorausgesetzt, dass eine
geeignete Membrane zur Verfligung steht.

Welchen osmotische Druck hat eine Losung von 10 g NaCl in 11 Wasser bei
300K? (NaCl wird als N&- und CI" -lonen geldst.)

7.5 Antworten zu den Fragen

Frage 7.1 Die erste und dritte der Gleichungen (4.1) ergeben nach Umstellung

2 2
b=Z:i  a=2W°K =3RV.
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Einsetzen in (7.1) ergibt

und nach Vereinfachung

Frage 7.2 Die Luftdichtep fallt mit der Héhe ab, und der angezeigte Wert der Geschwin-
digkeit—proportional ZLp_l/z—iSt zu klein. Ausv ~ ,o_l/2 folgt

In Bodennéhe fallt der Luftdruck—und damit die Luftdichte, wenn wir den Temperatureffekt
vernachlassigen—um etwa 0,1% pro 8 m. Unser Fahrtmesser zeigt also in 1600 m etwa 10%
Zu wenig an.

Frage 7.3 Der Taupunkt von reinem Wasserdampf ist gleich dem Siedepunkt7atso

373 K. Die anderen bendtigten Grél3en sigy; = 40,68 kJ mol', M = 0,018 kg mol 2,

p= 10° kg m>3 o= 0,073N m 1, 8T = 2K. Aus Gleichung (7.3) erhalten wir mit diesen
Zahlenwertem, = 12nm. Dieser Wert mag sehr klein erscheinen, aber ein Tropfen dieser
GréRe enthalt immerhin schon tiber 20° Molekiile!

Frage 7.4 Istm die geloste Masse und die molare Masse des geldsten Stoffes. gilt

und damit 0.512. 400
M=K.m/§T = === _ 342
Em/ 0.598

Frage 7.5 Aus der letzten Aufgabe wissen wir, daks = 342 ist. Die Gefrierpunktsen-
kung ist daher
8T = K,m/M = 1,86-400/342K = 2,18K.

Frage 7.6 Die Atommassen sind 23 (Na) bzw. 35 (Cl). Die Masse 10 g entspricht daher
2-10/(23+ 35 = 0,335 mol. Die Konzentration der L6sung ist dahgl = 335 mol m >,

und der osmotische Druck ist

P = %RT — 335. 8,314- 300 Pa= 8,356 10° Pa.

os
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Kapitel 8

Transportvorgange

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik hat uns gelehrt, dass nur solche Prozesse freiwil-
lig ablaufen, bei denen die Entropie des Systems irreversibel zunimmt. In einem isolierten
System ist ein irreversibler Prozess dadurch gekennzeichnet, dass die Energie gleichmélRig
Uber das System verteilt wird, im System ,dissipiert” wird. Will man wissen, wie solche Pro-

zesse unter gegebenen Randbedingungen real ablaufen, so muss man Bewegungsgesetze fir

geeignete physikalische GrolRen formulieren. Im folgenden wollen wir zwei wichtige dissi-
pative Prozesse genauer untersuchéarmetransport und Stofftransport (Diffusion) .

8.1 Warmetransport

Existiert nicht an allen Orten eines Systems dieselbe Temperatur, befindet sich das System
also nicht im thermodynamischen Gleichgewicht, so findet spontan ein Energietransport von

Orten hoher Temperatur zu Orten niedriger Temperatur statt, bis das System mit der Zeit

thermodynamisches Gleichgewicht erreicht hat. Der Ausgleich von Temperaturunterschie-

den kann durch drei verschiedene Prozesse erfolgen:

1. Warmetransport durch Strahlung.

2. Warmetransport durch Stromung (Konvektion). Dieser Mechanismus ist mit Stoff-
transport verkoppelt und tritt nur in fluiden Medien auf.

3. Wéarmeleitung. Hierbei wird Warme in Form von Bewegungsenergie ohne Material-
transport weitergegeben. Warmeleitung findet in allen Medien statt.

Welche Mechanismen des Warmetransports kdnnen bei der Abkihlung
einer Tasse Kaffee eine Rolle spielen? Wie funktioniert eine Thermoskanne?

8.1.1 Warmestrahlung

Jeder Korper strahlt Energie in Form von elektromagnetischer Strahlung aus. Die Strah-
lungsleistung) ist durch das aus der Quantentheorie abgele8#t&an-BoltzmannGesetz
gegeben:

O = Aea T,

87
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mit A = Oberflache des Korper$, = absolute Temperatur. Der Parametast die Stefan-
Boltzmann-Konstante und hat den Wer’t7510_8Wm_2 K_4; €(< 1) ist eine Oberflache-
neigenschaft, die sog. Emissivitat.

Kihlt sich eine warmer Koérper (Temperatfij in einer kalteren Umgebung'(— AT)
ab, und erfolgt der Warmeaustausch hauptsachlich durch Strahlung, so gilt

0 = Aco [T4 (T - AT)4] .
Furden FallAT « T vereinfacht sich diese Beziehung zu
O ~ 4Aea T3AT.

Der Warmestrom ist also anndhernd proportional zur Temperaturdifferenz (Abkihlungsge-
setz von Newton).

In einer klaren Nacht kihlt sich der Boden stark ab, weil praktisch keine
Strahlung vom Himmel kommt. Schétzen Sie die Verlustleistung 6rbe"neiner Boden
Temperatur von €. Die Emissivitat kann dabei zwischen fast 1 (dunkle Erde) bis etwa
0,1 (Eis, Schnee).

8.1.2 Konvektion

Die Treibende Kraft der Konvektion ist die Schwerkraft: Hat ein Teilvolumen einer flissigen
oder gasformigen Phase eine hohere Temperatur als die Umgebung, erfahrt es einen Auf-
trieb aufgrund seiner geringeren Dichte. Im Wohnzimmer steigt die durch die Heizkorper
erwarmte Luft nach oben und wird durch kaltere Luft ersetzt. Auf diese Weise entsteht ein
Kreislauf, der die Warme im Zimmer verteilt.

Die Konvektion spielt eine wichtige Rolle beim Energie- und Wassertransport in der
Atmosphére. Da die Luft durchsichtig ist, wird sie kaum von der Sonnenstrahlung erwarmt.
Die unteren Schichten erwéarmen sich durch Kontakt mit den Boden, steigen auf und kihlen
sich dabei wegen der adiabatische Ausdehnung ab. Das in der Luft enthaltene Wasser kann
zur Wolkenbildung fuhren.

Wenn Wasser unter€ abgekuhlt wird, kehrt sich der Konvektionsvorgang um, weil die
Dichte ab dieser Temperatur mit abnehmender Temperatur wieder zunimmt. Bei Lufttempe-
raturen unter C sammelt sich das kalte Wasser im Gartenteich an der Oberflache, wo es
dort weiter abkihlt und gefriert. Auf diese Weise kann sich ein Eisschicht an der Oberflache
bilden, ohne dass die ganze Wassermasse &iabgekihlt werden muss.

Bei bestimmten Versuchen an Flissigkeiten und Gasen—z.B. Kristallwachstum oder
Messung der thermischen Leitfahigkeit—kann die Konvektion storend sein. Man hat deshalb
solche Versuche unter Bedingungen der Mikrogravitatigy) {m Weltraum durchgefihrt.
Leider gibt es eine andere Art der Konvektion, die ddgrangoni-Konvektion, die auf die
Temperaturabhangigkeit der Oberflachenspannung zurickzufthren ist und deshalb auch un-
ter yg-Bedingungen auftritt. Haben verschiedene Regionen der Oberflache unterschiedliche
Temperaturen, ist die Oberflache nicht im mechanischen Gleichgewicht, und dies verursacht
Bewegung der Flussigkeit, solange die Temperaturunterschiede bestehen.
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8.1.3 Warmeleitung

Wenn die beiden Flachen einer Platte aus einem bestimmten Material verschiedene Tempe-
raturenT;, 7, haben, stellt man experimentell fest, dass der Warmedlystoportional zur
Temperaturdifferen AT = T, — T, sowie zur Flached und umgekehrt proportional zur

Dicked ist:
KAAT

-
Das Minuszeichen wird deshalb gewahlt, weil der Warmeflul3 degativenTemperatur-
gradienten folgt. Die Proportionalitédtskonstaftast eine Materialeigenschaft, die &Mr-

meleitfahigkeit bezeichnet wird. Tabelle 8.1 zeigt die Werte der Warmeleitfahigkeit einiger
Stoffe.

Tabelle 8.1: Die Wirmeleitfihigkeiten einiger Stoffe bei 0°C.

Stoff KWm 1K™
Silber 420
Platin 71
Quarzglas 1,4
Wasser 0,540
Helium 0,140
Luft 0,024

Manchmal stellt eine Grenze zwischen zwei Stoffen einen Widerstand fir den Warmeflufl3
dar, und es entsteht eine Temperaturdifferenz mit dem Warméflul—a AAT, wo « als
Warmeubergangszahlbezeichnet wird.

Man kann auch den Warmefluf3 in einem ,,Ohmschen Gesetz" der Form

—AT =71,0

darstellen, wo der ,Warmewiderstand, = d/kA bzw. 1/aA ist. Dies hat den Vorteil,

dass man die Widerstande von Strecken und Grenzen, die der Warmestrom hintereinander
durchflielen muss, einfach addieren kann, um einen Gesamtwiderstand zu erhalten. Eine
Wand der Dicked mit der Warmeleitfahigkeik und den Warmeubergangszahtgnbzw.

o, hat z.B. bezogen auf die Flaceden Widerstand

_l 1+d+1
rw_A o K 0@'

Um den Warmeflu3 etwas allgemeiner zu behandeln, beschreiben wir die rdumliche und
zeitliche Verteilung der Temperatur im betrachteten System durch ein skat@argeeratur-
feld T (r, t), und den Energietransport durch ein Vektorfeld, \Wéarmestromdichtg (r, 1),
die wie folgt definiert wird: Der Energiefluss pro Zeiteinheit durch ein Flachenelenynt d
ist j.df. Der Einfachheit halber betrachten wir zunachst ein Temperatufféids), das
nur von einer Koordinate x abhangt. Das Problem lasst sich dann eindimensional behandein.
Messungen haben gezeigt, dass der Warmestrom proportional zum 6rtlichen Temperaturgra-
dientena—T Ist:
0x
aT

i ) 1 :_K_’
J(x, 1) ™
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Flache A _ Abbildung 8.1: Wirmefluss in einem

i Volumenelement. Aufgrund der Anderung §j im
Wairmestrom gibt es einen (positiven oder
negativen) Nettofluss in das Volumenelement

X X + dX hinein.

[ 1 .+

wobei K die Warmeleitfahigkeit ist. Dies ist das sod-ourier-Gesetzder Warmeleitung.
Die Rates Q, mit der Warme vom Volumenelemesw = Aéx (Abb. 8.1) aufgenommen
wird, ist gleich dem Nettowarmetransport durch den Querschnitt A:
: . dJj d)
830 = —A8j = —A—8x = =8V —.
0x 0x
Um die Temperatur des Massenelememwts= psV (p = Dichte des Materials) udT
zu erh6hen, bendtigt man die Warmemedg VST, wobei C die spezifische Wéarme des
Materials bezogen auf eine Masseneinheit bedeutet. Hieraus folgt

dj

CpT = :
p 0x

und mit dem Fourier-Gesetz schlielRlich

) K oT
T = — -
pC 3x

Dies ist dieWarmeleitungsgleichung Im stationaren Fall" = 0 folgt 97 _ 0 und damit

X
Jj = konst, d.h. die Warmestromdichte hat—im pseudo-eindimensionalen Fall—Uuberall den
gleichen Wert. Integriert man die Warmeleitungsgleichung fur den stationéren Fall, so erhalt

man aus dem Fourier-Gesetz: AT
j=—-K—.
Ax

Im dreidimensionalen Fall gilt das Fourier-Gesetz getrennt fur die drei Komponenten des
Warmestroms

. oT
LT
ST
Jy = —Ka
. aT
‘]Z - _Ka_z’

oder in der Schreibweise der Vektoranalysis:
j=—-KVT.

Die Warmeleitungsgleichung lautet

IDie Warmeleitfahigkeit ist eigentlich ein Tensor; sie kann jedochigéitrope Kérper wie eine skalare
GroRRe behandelt werden.
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. K -
T =—V-T.
oC

Fir den stationaren Fall = 0 folgt V.j = 0, d.h. dieDivergenzdes W&rmestroms ver-
schwindet.

Der ParameteK /pC wird als Temperatur-Leitwert bezeichnet. Ein tber eine Strecke
d bestehender Temperaturgradient gleicht sich in einer Zeit der Gré3enordnung

t =d*pC/K
aus. Diese Zeit ist die sothermische Relaxationszeit

Das Innere der Erde ist sehr heil3 (bis rd. 7500 K). Warum hat sich die Erde
nicht schon langst abgekihlt?

8.2 Diffusion

Befindet sich eine Losung in einem Nichtgleichgewichtszustand, bei dem die Konzentration
des geldsten Stoffes in verschiedenen Teilvolumina ungleich ist, so findet spontan ein Stoff-
transport von Orten hoher Konzentration zu Orten niedriger Konzentration statt, bis schlief3-
lich ein Ausgleich der Konzentrationsunterschiede und damit thermodynamisches Gleichge-
wicht erreicht ist. In Analogie zur Warmeleitung beschreiben wir die raumliche und zeitliche
Verteilung des geldsten Stoffes durch ein skalares Konzentrationsgfeld, und den Stoff-
transport, die Diffusion, durch das Vektorfeld der Diffusionsstromdighte ¢).

Ahnlich wie bei der Warmeleitung betrachten wir den einfachen Fall, dass die Konzen-
tration des Stoffes nur von einer Koordinate abhangt, alsoc(x, r). Experimentell findet
man, dass die Diffusionsstromdichte proportional zum 6rtlichen Konzentrationsgradienten
ist:

J=—-D—.
X

Dies ist das sogerste Ficksche Gesetder Diffusion. Die Diffusionskonstante D hangt vom
geldsten Stoff und vom Losungsmittel ab.

Betrachtet man die zeitliche Anderung der Stoffmed§é im VolumenelemensV =
Aédx, so ergibt sich fir den Nettodiffusionsstrom durch den Querschnitt A:

) aJ
8Ve=—-A8] = -8V —.
0x
mit dem ersten Fickschen Gesetz folgt daraus
.~ D 92c
Cc = —5.
9x2

Dies ist dieDiffusionsgleichung die auchzweites Ficksches Gesegenannt wird. Sie hat
die gleiche mathematische Form wie die Warmeleitungsgleichung.
Fir einenstationarenDiffusionsstrom gilt analog zur Warmeleitung fir den eindimen-

sionalen Fall
Ac
J=—-D—.
Ax
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Die dreidimensionale Form des ersten Fickschen Gesetzes lautet
J =—DVc,

und die Diffusionsgleichung hat die Form

¢ = DVZC.

Die Diffusionsgleichung und die Warmeleitungsgleichung sind also mathematisch aqui-
valent. Die Diffusionskonstante spielt die gleiche Rolle wie der Temperatur-Leitwert. Ein
haufig verwendeter Vergleichswert ist der sbgfusionslange

| =+~Dt,

der ein Mal3 fur die Strecke darstellt, die in der Zedurch Diffusion tGberbrickt werden
kann. Bringt man z.B. eine Schicht Silber auf eine Kupferoberflache auf, hat man zunachst ei-
ne scharfe Grenze zwischen den beiden Metallen . Bei hohen Temperaturen vermischen sich
die Metalle durch Diffusion. Die Diffusionslange entspricht der Dicke der Vermischungs-
schicht.

Diffusionskonstanten in Festkorpern sind stark Temperaturabhangig und kénnen im all-
gemeinen in der Form

D= D¢ 9%

dargestellt werden. Die Parameferund Q sind sowohl vom diffundierenden Stoff als auch
von Zusammensetzung des Festkorpers ab, in dem die Diffusion stattfindet (z.B. Diffusion
von Ag in Cu). Bei Raumtemperatur erfolgt in den meisten Festkdrpern keine messbare
Diffusion.

Firr die Diffusion eines Elements A im Stoff B gilp, = 810 °m*s™*
und Q = 10°JImol*. Welche Zeit wird bendtigt fur eine Diffusionslange von 10 pm
bei 300K, 500K, 800 K?

8.3 Kinetische Theorie der Transportvorgéange in
Gasen

Die Bewegung der Molekiile und ihre St6Re haben die Tendenz, raumliche Anderungen in
den Eigenschaften (z.B. Temperatur, Zusammensetzung) auszugleichen. Es wird also etwas
Lransportiert”, bis ein Ausgleich (Gleichgewicht) erreicht wird. Wir behandeln hier drei
wichtige Transportprozesse:

Warmeleitung: Transport von kinetischer Energie,
Diffusion: Transport von Molekulen und

Viskositat: Transport von Impuls.
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+ J— Abbildung 8.2: Ein einfaches Modell der
Transportvorgénge in Gasen. [ ist die mittlere
freie Wegléinge, und wir betrachten den Austausch

X-| X X+1 zwischen Ebenen im Abstand Ax = |.

Dazu machen wir folgendes vereinfachtes Modell (s. Abb. 8.2):

Wir nehmen eine eindimensionale Anderung der EigenschafterRichtung an. Da die
Molekule im Mittel die Streckeé = freie Weglange zwischen St63en zuriicklegen, teilen wir
die x-Achse in Abschnitte dieser Lange. Die Molekile, die beankommen, bringeim
Mittel die Eigenschaften der Molekule mit, die sich an der Stelle/ bzw. x + [ befinden.

Der mittlere Betrag der Geschwindigkeit der Molekule an der Siefleiv und die An-
zahl der Molekule pro Volumeneinheit Wir missen nun ausrechnen, wie viel Molekdle pro
Zeit- und Flacheneinheit von links bzw. von rechts beinkommen. Dazu mussten wir ei-
gentlich Uber alle Raumrichtungen integrieren. In unserem einfachen Modell tun wir aber so,
als ob sich die Molekiile exakt parallel zu den Koordinatenachsen bewegen. Pro Volumenein-
heit bewegen sich also/6 Molekile in+x- undn/6 in —x-Richtung. Die Molekilstréme
(Anzahl pro Zeit- und Flacheneinheit), die wir mit bzw. j_ bezeichnen wollen, errech-
nen sich aus dem Produkt der Teilchendichte und -geschwindigkeit unter Berticksichtigung
moglicher ortlicher Anderungen:

1 1 0 0
j.= én(x —DHv(x =)= G (n(x) — l%) (v(x) — 18_;)) (8.1)
= 4 DD~ ¢ () +120) (v 15 (8:2)
J_—énx-i- v(x + Né(nx-l-a)(vx-l-a) .

Die Gleichungen (8.1) und (8.2) bilden die Basis fur die Behandlung aller Transportvor-
gange in Gasen.

Diffusion

Bei der Behandlung der Diffusion gehen wir davon aus, dass die Temperatur undvdamit
konstant ist. Ferner stellt sich das mechanische Gleichgewicht immer schnell ein (im Ver-
gleich mit Diffusionsprozessen), so dass der Druck konstant ist. Damit istrakichstant.
Wenn wir aber ein Gasgemisch haben, in dem die Anzghtiner MolekdlsorteA nicht
Uberall gleich ist, konnen wir dir Gleichungen (8.1) und (8.2) auf diese Molektile anwenden,
um die Diffusion zu berechnen.

. 0 . . .
Setzen wir alsg— = 0 undn = n, in(8.1) und (8.2) ein, erhalten wir fiir den Nettostrom
der A-Molekule

Ja =iy —J=—zvl—.
Daraus folgt fuir den Diffusionskoeffizienten :

D—ll
—3v.
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Viskositat

Nehmen wir an, dass das Gas in Abb. 8.2 laminag-Richtung flie3t, und dass ein Ge-
schwindigkeitsgradien{aa% in x-Richtung herrscht. Die Molekile bei habe den Impuls
mw (m = Masse des Molekile ), wahrend die Molekile, die vah/ kommen, den Impuls
m(w £ la—w) mit bringen. Um den Nettoimpulsstrom zu bekommen, multiplizieren wir die
Teilchensfcr('jmggr undj_, die in diesem Fall gleich sind, mit dem jeweiligen Impulsbeitrag
und erhalten fir den Impulsstroy‘p

) 1 ow
S —mnvl—

3 ax

Dieser Impulsstrom entspricht aber gerade der Kraft pro Flacheneinheit, die aufgebracht
werden muss, um die Strémung aufrechtzuerhalten. Daraus folgt also fir die Viskositat

n= :—))nmvl.

Warmeleitung

Bei der Warmeleitung ist die transportierte Gré3e die thermische Energie, die pro Molekl
fkT /2 betragt ( = Freiheitsgrade). Wenn wir die Teilchenstrome aus (8.1) und (8.2) mit
den entsprechenden Warmeenergien multiplizieren, die die Teilchen vohbzw. x + [
mitbringen, erhalten wir fir den Warmestrom

i = lizn(x —Do(x — D) FkT(x — 1) — lizn(x + Do(x + 1) fET (x +1).

Aufgrund des Temperaturgradienten variieren sowohls auchn. Bei konstantem Druck
gilt aber fir ein ideales Gasl' = konstant, d.h.

nx—NDTx—-D=n(x+DTx+1) =nx)T(x),

und damit
) 1 ov
Es ist abel ~ v2, also
v v oT
ax 2T ox’
und wir erhalten schlieRlich fiir den Warmestrom
1 oT
_]q = —Tznfkvla
Die Warmeleitfahigkeit ist also
1
K = 1—2fnkvl

Die spezifische Warmekapazitgt des Gases bezogen auf eine Masseneinheftkigm.
Die Gleichung fur die Warmeleitfahigkeit l&sst sich also in folgender Form schreiben:
1 1

Kk = —nmcvl = -nc,.

6 2
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Genauere Rechnungen fuhren zu der Beziehung

1
K= Eomcv,
mit « = 2,4 fUr ein einatomiges Gas, 1,9 fur ein zweiatomiges Gas und 1,6 fir ein dreiato-

miges Gas.

8.4 Antworten zu den Fragen

Frage 8.1 Prinzipiell kbnnen folgende Vorgange eine Rolle spielen:
1. Konvektion im Kaffee,
2. Warmeleitung durch die Wéande der Tasse,
3. Strahlung von der Kaffeeoberflache,
4. Strahlung von der Oberflache der Tasse,
5. Konvektion in der Lulft.

Eine wichtige Rolle spielt auch die Verdunstung des Wassers, die dem Kaffee Energie in
Form von latenter Warme entzieht.

Eine Thermoskanne besteht im wesentlichen aus einem doppelwandigen Glasgefal. Der
Raum zwischen den Wanden ist evakuiert, so dass dort weder Warmeleitung noch Konvekti-
on stattfinden kann. Ferner sind die vakuumseitigen Flachen der Wande mit einer hochreflek-
tierenden Metallschicht versehen, um den Austritt von Strahlung weitgehend zu verhindern.
Schlief3lich wird das Gefafl3 verschlossen, um Kiihlung durch Verdampfung zu vermeiden.

Frage 8.2 Die GleichungQ = eo T* ergibt beiT = 273K unde = 0,1 bis 10 ~ 30 bis
300 W m 2, Paradoxerweise vermindert eine Schneedecke die Abkuhlung des Bodens.

Frage 8.3 Die innere Struktur der Erde ist sehr kompliziert und nicht in allen Einzelheiten
bekannt. Es geht aber hier nur um die Abschétzung einer Grél3enordnung. Wir machen uns
also ein radikal vereinfachtes Modell—eine homogene Kugel mit folgenden Eigenschaften:

RadiusR = 6-10°m,

Dichtep =5 10° kg m3,

Warmekapazita€ = 500J kg_lK (Wasser hat die hochste bekannte Warmeka-
pazitat mit 4,2 kJ kgt K™,

Warmeleitfahigkeitk = 1 W m k1 (wie Glas).

Dies ergibtr ~ 10*s~ 3. 10" Jahre. Das Alter der Erde ist rd. 418° Jahre.


http://www.bezso.ch/bezso.ch/astronomie/earthint.htm
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Frage 8.4 Die fir die Diffusionslange bendgtigte Zeit ist

2 2
S

I =—=—exp < .
D D RT

Mit / = 10°m, R = 8,314Jmol 'K ™", D, = 8.10°m*s ' und @ = 10°Imol*
erhalten wir folgende Ergebnisse:

T =300K= r =3,23-10%s~ 10°a

T =500K= 1 =3,50-10°s~ 4d
T =800K=t=423s
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